Matriks Simetri Semidefinit Negatif dalam Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Menggunakan Metode Kuasa Invers dengan SHIFT by Asmianti, Asmianti
i 
 
MATRIKS SIMETRI SEMIDEFINIT NEGATIF DALAM 
MENENTUKAN NILAI EIGEN TAK DOMINAN 
MENGGUNAKAN METODE KUASA INVERS 
DENGAN SHIFT 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Skripsi 
 
Diajukan untuk Memenuhi Salah Satu Syarat Meraih Gelar  
Sarjana Matematika  Jurusan Matematika  
Fakultas Sains dan Teknologi  
UIN Alauddin Makassar 
 
 
 
Oleh: 
 
ASMIANTI  
NIM. 60600111009 
 
 
 
 
JURUSAN MATEMATIKA 
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI  
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI ALAUDDIN MAKASSAR 
2017 
ii 
 
PERNYATAAN KEASLIAN SKRIPSI 
 
 Dengan penuh kesadaran, penyusun yang bertanda tangan di bawah ini 
menyatakan bahwa skripsi ini benar adalah hasil karya penyusun sendiri. Jika di 
kemudian hari terbukti bahwa skripsi ini merupakan duplikat, tiruan, plagiat, atau 
dibuat oleh orang lain, sebagian atau seluruhnya, maka skripsi dan gelar yang di 
peroleh karenanya batal demi hukum. 
Makassar,   Desember 2016 
Penyusun,  
 
Asmianti 
                                                                   Nim: 60600111009 
 
 
  
iii 
 
  
iv 
 
M  O  T  T  O 
 
Bukanlah hidup kalau tidak ada masalah,  
bukanlah sukses kalau tidak melalui rintangan,  
bukanlah menang kalau tidak dengan pertarungan,  
bukanlah lulus kalau tidak ada ujian,  
dan bukanlah berhasil kalau tidak berusaha” 
 
 
Jaga Sikap, karena banyak hal yang dapat menjatuhkan tapi satu hal 
yang benar-benar dapat menjatuhkan adalah sikap sendiri 
 
 
Hiduplah dengan sederhana, karena yang hebat 
hanya tafsirannya 
 
 
 
 
  
v 
 
PERSEMBAHAN 
 
Kupersembahkan karya yang sederhana ini untuk….. 
Ayahanda dan Ibunda tercinta dengan lautan kasih dan sayangnya 
yang selalu tercurah lewat doa dan pengorbanan yang tulus, Setiap 
jerih payah  dan tetesan bulir keringatmu akan menjadi saksi betapa 
berharganya pengorbananmu. 
 
Keluarga dan sahabat-sahabat yang senantiasa menemani 
hari-hariku. 
 
Seluruh Guru dan Dosenku yang telah membimbing dan memberikan banyak ilmu 
dengan ikhlas kepadaku selama menempuh jenjang pendidikan. Terima kasih atas 
segala ilmu yang telah Engkau berikan, semoga senantiasa menjadi ilmu yang 
bermanfaat dan barokah. 
 
  
vi 
 
KATA PENGANTAR 
         
 Assalamu’ alaikum Wr.Wb. 
 Puji syukur kehadirat Allah Swt. karena atas rahmat dan hidayah-Nyalah 
sehingga penulis dapat menyelesaikan penelitian dan penyusunan skripsi ini 
dengan baik. 
  Skripsi dengan judul :”Matriks Simetri Semidefinit Negatif dalam 
Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Menggunakan Metode Kuasa Invers 
dengan Shift” yang merupakan tugas akhir dalam menyelesaikan studi dan 
sebagai salah satu syarat yang harus dipenuhi untuk memperoleh gelar Sarjana 
Matematika (S.Mat) pada program studi Matematika Fakultas Sains dan 
Teknologi Universitas Islam Negeri Alauddin Makassar. 
 Perjalanan dalam meraih pengetahuan selama ini merupakan pengalaman 
yang sangat berharga dengan nilai yang tak terhingga. Ketekunan dan keseriusan 
senantiasa diiringi doa telah mengantar penulis untuk mendapatkan semestinya, 
walaupun tidak seutuhnya. Penulis tidak dapat memungkiri bahwa apa yang 
diperoleh selama ini adalah perjuangan bersama. Dukungan, semangat dan 
perhatian yang tulus menjadi embrio semangat baru dalam mengiringi perjalanan 
penulis untuk menyelesaikan pengembaraan dalam dunia pengetahuan ini. 
Sejatinya keberhasilan dan kesuksesan ini tidak lepas dari berbagai dukungan dan 
peran dari berbagai elemen yang terlibat didalamnya.  
 Secara khusus penulis menyampaikan ucapan terima kasih yang sebesar-
besarnya kepada kedua orang tua tercinta ayahanda Muhammad Kamil Dg 
Massikki dan ibunda Indo Taang yang telah mempertaruhkan seluruh hidupnya 
untuk kesuksesan anaknya, yang telah melahirkan, membesarkan dan mendidik 
dengan sepenuh hati dalam buaian kasih sayang kepada penulis. 
vii 
 
 Dalam kesempatan ini pula, penulis mengucapkan terimah kasih banyak 
yang sedalam-dalamya, kepada: 
1. Bapak Prof. Dr. H. Musafir Pababbari, M.Si, Selaku rektor Universitas 
Islam Negeri (UIN)  Alauddin Makassar. 
2. Bapak Prof. Dr. H. Arifuddin Ahmad, M.Ag,  selaku Dekan Fakultas Sains 
dan Teknologi UIN Alauddin Makassar. 
3. Bapak Irwan, S.Si., M.Si selaku ketua jurusan Matematika sekaligus 
pembimbing I dan Ibu Wahidah Alwi, S.Si., M.Si selaku sekretaris jurusan 
Matematika UIN Alauddin Makassar sekaligus pembimbing II yang 
dengan penuh kesabaran telah meluangkan waktu dan pikirannya untuk 
memberikan bimbingan, arahan, dan petunjuk mulai dari membuat 
proposal hingga rampungnya skripsi ini. 
4. Segenap dosen jurusan Matematika dan Fakultas Sains dan Teknologi UIN 
Alauddin Makassar yang telah memberikan kesempatan kepada penulis 
untuk mengikuti pendidikan, memberikan ilmu pengetahuan, dan 
pelayanan yang layak selama penulis melakukan studi. 
5. Seluruh keluarga besar penulis, terkhusus dan teristimewa untuk 
 kakak-kakakku Adi Firman dan Arianto yang telah memberikan dukungan 
yang tiada hentinya buat penulis dan adik-adikku Ambo Rappe Dg 
Mangitte, Alif Dg Manrapi, dan Aisyah sebagai penyemangat penulis. 
6. Kakak-kakak iparku Fatmawati dan Ismawati yang ikut memberiku 
semangat, doa dan materil. 
7. Seluruh keponakanku Adnan Bilal Kamil, Muawil Kamil, Ainun Mardiah 
Kamil, dan Adiba Kamil. 
8. Sahabat Selamanya IPA3 yang selalu memberikan nasihat dan dukungan 
buat penulis. 
9. Sahabat seperjuangan Muhammad Ridwan, Kiki Sumarni, Ekawati 
Umasangadji, Agustini, dan Uliana, Junarsih, Fauziah Lamusa, Fatma 
Achmad, Wahidah yang telah memberikan banyak dukungan dan bantuan  
buat penulis. 
viii 
 
10. Teman-teman L1M1T (Leader 1n Math sc1enTech) terkhusus untuk 
L1M1T ‘A’ yang telah menjadi teman terbaik dan terhebat bagi penulis. 
11. HMJ Matematika, senior maupun junior Matematika UIN Alauddin 
Makassar yang selama ini memberikan banyak motivasi, dan bantuan bagi 
penulis. 
12. Sahabat-sahabat KKN Reguler Angk ke-50 UIN Alauddin Makassar,  
Kab. Gowa, kec. Bontonompo Selatan, desa Jipang yaitu Aswan, Dea 
Trimelya Gela, Sofiati, Asnidar, Andi Rahmayani, Khaerul Ramadhan, 
Nur Muttaqim, Abu, Hamdan Kurniawan. Bapak dan ibu kepala Desa, 
segenap tenaga pengajar, warga, staf  Desa, serta adik-adik bimbingan di 
Desa Jipang. 
13. Semua pihak yang tidak dapat disebutkan satu per satu yang telah 
membantu penulis dengan ikhlas dalam banyak hal yang berhubungan 
dengan penyelesaian studi penulis. 
Semoga skripsi yang penulis persembahkan ini dapat bermanfaat. 
Akhirnya, dengan segala kerendahan hati, penulis memohon maaf yang 
sebesar-besarnya atas segala kekurangan dan keterbatasan dalam penulisan 
skripsi ini. Saran dan kritik yang membangun tentunya sangat dibutuhkan 
untuk penyempurnaan skripsi ini. 
 
Wassalamu alaikum Wr.Wb 
Makassar,   November 2016 
                                                                              Penulis 
 
 
                                                                              Asmianti 
 
 
  
ix 
 
DAFTAR ISI 
HALAMAN JUDUL ........................................................................................  i 
PERNYATAAN KEASLIAN SKRIPSI .......................................................... ii 
PENGESAHAN SKRIPSI  .............................................................................. iii 
MOTTO DAN PERSEMBAHAN ................................................................... iv-v 
KATA PENGANTAR ..................................................................................... vi 
DAFTAR ISI .................................................................................................... ix 
DAFTAR SIMBOL ..........................................................................................  xi 
ABSTRAK .......................................................................................................  xiii 
BAB I PENDAHULUAN ................................................................................  1 
A. Latar Belakang .....................................................................................  1 
B. Rumusan Masalah ................................................................................  5 
C. Tujuan Penelitian .................................................................................  5 
D. Manfaat Penelitian ...............................................................................  5 
E. Batasan Masalah...................................................................................  6 
F. Sistematika Penulisan ..........................................................................  6 
BAB II TINJAUAN PUSTAKA ......................................................................  9 
A. Matriks dan Operasi Matriks ................................................................  9 
1. Matriks ...........................................................................................  9 
2. Penjumlahan Matriks .....................................................................  11 
3. Perkalian Matriks dengan Skalar ...................................................  12 
4. Perkalian Dua Matriks....................................................................  13 
5. Transpose Suatu Matriks ................................................................  15 
6. Determinan Matriks .......................................................................  18 
 
x 
 
B. Jenis-jenis Matriks ...............................................................................  22 
C. Nilai Eigen ...........................................................................................  29 
D. Dekomposisi-LU ..................................................................................  32 
E. Matriks Simetri Definit Negatif dan Semidefinit Negatif ....................  39 
F. Vektor Hampiran Awal ........................................................................  43 
G. Metode Kuasa Invers dengan Shift .......................................................  43 
H. Analisis Galat .......................................................................................  46 
BAB III METODOLOGI PENELITIAN.........................................................  48 
A. Lokasi Penelitian ..................................................................................  48 
B. Jenis Penelitian .....................................................................................  48 
C. Prosedur Penelitian...............................................................................  48 
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN .........................................................  50 
A. Hasil Penelitian ....................................................................................  50 
B. Pembahasan ..........................................................................................  75 
BAB V  PENUTUP ..........................................................................................  77 
A. Kesimpulan ..........................................................................................  77 
B. Saran .....................................................................................................  77 
DAFTAR PUSTAKA ......................................................................................  78 
LAMPIRAN-LAMPIRAN 
RIWAYAT PENULIS 
 
 
 
 
  
xi 
 
DAFTAR SIMBOL 
A : Matriks A 
B :  Matriks B 
L :  Matriks Segitiga Bawah (Lower Triangular) 
U : Matriks segitiga  Atas (Upper Triangular) 
𝜆  : Nilai Eigen 
Det : Determinan 
∑         ∶    Penjumlahan berurutan 
𝑎𝑖𝑗  :  Elemen matriks A pada baris i dan kolom j 
𝑙𝑖𝑗  :  Elemen matriks L pada baris i dan kolom j 
𝑢𝑘𝑗  :  Elemen matriks U pada baris k dan kolom j 
+ : Penjumlahan 
× :  Perkalian 
÷ : Pembagian 
- :  Pengurangan 
≤  : Tanda lebih kecil atau sama dengan 
s : Nilai shift 
xii 
 
A’ :  Matriks A transpose 
| |  : Nilai Mutlak 
𝐱  :  vektor  
 
  
xiii 
 
ABSTRAK 
Nama  :   Asmianti 
Nim  :   60600111009 
Judul     : Matriks Simetri Semidefinit Negatif dalam Menentukan Nilai 
Eigen Tak Dominan dengan Menggunakan Metode Kuasa 
Invers dengan Shift 
 
Penelitian ini membahas matriks semidefinit negatif yang berbentuk 
simetri n x n dengan entri-entri bilangan real. Dalam matriks semidefinit negatif A 
yang berukuran n x n dikenal istilah nilai eigen tak dominan. Nilai eigen dari 
suatu matriks semidefinit negatif A dikatakan nilai eigen tak dominan A jika nilai 
mutlaknya paling kecil dibandingkan dengan nilai mutlak nilai-nilai eigen yang 
lainnya. Dalam mencari nilai eigen tak dominan dari suatu matriks semidefinit 
negatif A yang berukuran n x n dapat menggunakan Metode Kuasa Invers dengan 
shift. Nilai shift tersebut dapat diperoleh dari penerapan teorema Gerschgorin. 
Adapun untuk pendekatan nilai eigen tak dominannya dapat digunakan Kuosien 
Rayleigh. Hasil yang didapatkan dengan matriks yang berukuran  4 × 4 yaitu: 
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A  
menggunakan metode kuasa invers dengan shift, diperoleh nilai eigen tak 
dominannya yaitu 𝜆 = −0,168 
Kata Kunci : nilai eigen tak dominan, matriks semidefinit negatif, Metode Kuasa 
Invers dengan shift, teorema Gerschgorin, Kuosien Rayleigh. 
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BAB I 
PENDAHULUAN  
A.  Latar Belakang 
Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul albab, 
tidak cukup hanya berbekal kemampuan intelektual semata, tetapi perlu didukung 
secara bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif 
dan logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan intuitif dan 
imajinatif serta mengembangkan pendekatan rasionalis, empiris, dan logis. 1 
Sebagaimana dalam firman Allah Swt. dalam surat Shaad (38:29) yang berbunyi: 
                              
Terjemahnya:  
“Ini adalah sebuah kitab yang Kami turunkan kepadamu penuh dengan 
berkah supaya mereka memperhatikan ayat-ayatNya dan supaya mendapat 
pelajaran orang-orang yang mempunyai fikiran”. 2 
 
Sumber studi matematika, sebagaimana sumber ilmu pengetahuan dalam 
Islam, adalah konsep tauhid, yaitu ke-Esaan Allah Swt.. Namun, Al-Qur’an tidak 
mengangkat metode baru atau teknik baru dalam masalah ini, melainkan telah 
menunjukkan tentang adanya eksistensi dari sesuatu yang ada di balik alam 
                                                          
1 Abdusysyakir, Ketika Kyai Mengajar Matematika, (Malang: UIN-Malang Press, 2007), 
h. 24. 
2 Departemen Agama RI, Al-Quran dan Terjemahnya (Depok: Pustaka Alfatih, 2009),  
h. 455. 
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semesta dengan cara yang sama seperti yang ia tunjukkan mengenai eksistensi 
dari alam semesta itu sendiri. 3 
Kata  mubarakun terambil dari kata barkah bermakna sesuatu yang mantap 
juga berarti kebajikan yang melimpah dan beraneka ragam serta 
berkesinambungan. Kolam dinamai birkah, karena air yang ditampung dalam 
kolam itu menetap mantap di dalamnya, tidak tercecer kemana-mana. Keberkahan 
Ilahi datang dari arah yang sering kali tidak diduga atau dirasakan secara material 
dan tidak pula dapat dibatasi atau bahkan diukur. Dari sini segala penambahan 
yang tidak terukur oleh indra dinamai berkah.  
Kata al-albab adalah bentuk jamak dari lubb yaitu saripati sesuatu. Kacang 
misalnya memiliki kulit yang menutupi isinya. Isi kacang dinamai lubb. Ulul 
Albab adalah orang-orang yang memiliki akal yang murni yang tidak diselubungi 
oleh “kulit”, yakni kabut ide yang dapat melahirkan kerancuan dalam berpikir. 
Yang merenungkan ayat-ayat Allah dan melaksanakan diharapkan dapat terhindar 
dari siksa, sedang yang menolaknya pasti ada kerancuan dalam berpikirnya. 4 
Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam 
Al-Quran, salah satunya informasi mengenai matematika. Matematika merupakan 
ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan oleh masyarakat dalam kehidupan 
sehari-hari baik secara langsung maupun tidak langsung.5 Matematika juga 
merupakan ilmu yang tidak terlepas dari agama. Pandangan ini dengan jelas dapat 
                                                          
3 Afzalur Rahman, Al Quran Sumber Ilmu Pengetahuan, (Jakarta: Rineka Cipta, 1992),  
h. 92. 
4 M Quraish Shihab, Tafsir Al-Misbah (Pesan Kesan dan Keserasian Al-Quran) volume 
11, (Jakarta: Lentera Hati, 2002), h.137-138. 
5 Hairur Rahman, Indahnya Matematika dalam Al-Quran, (Malang: UIN-Malang Press, 
2007), h. 1. 
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diketahui kebenarannya dari ayat-ayat Al-Quran yang berkaitan dengan 
matematika, diantaranya adalah ayat-ayat yang berbicara mengenai bilangan, 
operasi bilangan dan adanya perhitungan. Hal tersebut dapat dilihat di dalam surat 
Maryam (19:94) yang berbunyi:   
               
Terjemahnya:  
 “Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan menghitung 
mereka dengan hitungan yang teliti”. 6 
 Maksud dari ayat tersebut keagungan Allah Swt. Yang Maha Esa telah 
mengetahui keadaan, kebutuhan, dan keinginan mereka dengan rinci baik sebelum 
hadir di pentas jagad raya dan telah menghitung mereka dengan hitungan yang 
teliti sehingga Allah Swt. penuhi semua kebutuhannya dan setiap mereka akan 
datang kepada Allah pada hari kiamat sendiri-sendiri dalam keadaan hina dina 
tanpa anak, harta dan pembantu.  
Ayat di atas dilukiskan oleh Allah Swt. sebagai ahshahum atau dalam 
istilah hadits Asma’ al-Husna adalah al-Muhshi, dipahami oleh banyak ulama 
sebagai “ Dia yang mengetahui kadar setiap peristiwa dan rinciannya, baik apa 
yang terjangkau oleh makhluk maupun yang mereka tidak dapat jangkau, seperti 
hembusan nafas, rincian perolehan rezeki dan kadarnya untuk masa kini dan 
mendatang”. Alhasil, Allah adalah Dia yang mengetahui dengan amat teliti rincian 
segala sesuatu dari segi jumlah dan kadarnya, panjang dan lebarnya, jauh dan 
                                                          
6 Departemen Agama RI, Al-Quran dan Terjemahnya, h. 311 
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dekatnya, tempat dan waktunya, kadar cahaya dan gelapnya, sebelum, 
sedang/ketika dan saat wujudnya dan lain-lain sebagainya.7 
Ayat tersebut jelaslah pasti ada kajian Al-Quran dalam perspektif 
matematikanya karena berkaitan dengan hitungan yang teliti. Di dalam kehidupan, 
sering dijumpai masalah-masalah yang membutuhkan perlakuan khusus. Hal 
tersebut dimaksudkan untuk keperluan penyajian dan pencarian metode 
penyelesaiannya. Salah satu bentuk penyajiannya adalah dengan menyusun item-
item dalam bentuk baris dan kolom, yang biasanya disebut dengan matriks. 
Sebuah matriks n x n dapat ditentukan nilai eigennya. Dimana nilai eigen dominan 
hanya dapat dikatakan jika ada satu nilai eigen mutlak yang paling besar 
dibandingkan dengan nilai mutlak dari nilai-nilai eigen lainnya. Sedangkan nilai 
eigen tak dominan yaitu jika ada satu nilai eigen mutlak yang paling kecil 
dibandingkan dengan nilai mutlak dari nilai-nilai eigen lainnya. 
Nilai eigen suatu matriks dapat ditentukan dengan menggunakan suatu 
metode kuasa. Sedangkan nilai eigen yang tak dominan dapat ditentukan dengan 
menggunakan invers dari metode kuasa tersebut, dimana matriks yang digunakan 
dicari inversnya. Metode ini disebut metode kuasa invers. Nilai eigen juga dapat 
ditentukan dengan menggunakan nilai shift. Nilai shift adalah nilai pendekatan 
dari nilai eigen tak dominan. 8 
                                                          
7 M Quraish Shihab, Tafsir Al-Misbah (Pesan Kesan dan Keserasian Al-Quran) volume 
8, (Jakarta: Lentera Hati, 2002), h. 256. 
8 Yuli Andriani, Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit Negatif 
menggunakan Metode Kuasa Invers dengan shift,  Jurnal Penelitian Sains Vol. 14 No. 1(A). 2011., 
h. 1 
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Sebuah penelitian sains oleh Yuli Andriani, dalam penelitiannya bahwa 
Nilai shift dan galat masukan sangat berpengaruh terhadap nilai eigen tak dominan 
yang dihasilkan. Penggunaan metode Kuasa Invers dengan shift untuk 
menentukan nilai eigen tak dominan suatu matriks definit negatif akan lebih baik 
jika nilai shift yang diperkirakan sangat mendekati nilai eigen tak dominan. 
Matriks definit negatif dapat ditentukan nilai eigennya dengan menggunakan 
metode kuasa invers dengan shift.  
Dari penelitian tersebut penulis bermaksud mengembangkan penelitian 
sebelumnya dimana metode kuasa invers dengan shift berlaku untuk matriks 
simetri definit positif dan simetri definit negatif dengan ukuran 3 x 3. Penulis 
tertarik mengembangkan penelitian tersebut menggunakan matriks simetri 
semidefinit negatif, apakah masih dapat ditentukan nilai eigennya dengan 
menggunakan metode kuasa invers dengan shift tersebut dengan ukuran matriks 
lebih besar yaitu 4 x 4. Sehingga penulis mengambil judul dalam penelitian ini 
yaitu “Matriks Simetri Semidefinit Negatif dalam Menentukan Nilai Eigen tak 
Dominan Menggunakan Metode Kuasa Invers dengan Shift”. 
B. Rumusan Masalah 
Berdasarkan latar belakang yang telah dijabarkan, maka dirumuskan 
permasalahan yaitu bagaimana menentukan  nilai eigen tak dominan suatu matriks 
semidefinit negatif dengan menggunakan metode kuasa invers dengan shift? 
 
 
   6 
 
C. Tujuan Penelitian 
Tujuan dari penulisan skripsi ini adalah untuk mendapatkan nilai eigen tak 
dominan matriks diagonal semidefinit negatif dengan menggunakan metode kuasa 
invers dengan shift. 
D. Manfaat Penelitian 
Manfaat yang dapat diberikan dari hasil penulisan ini adalah: 
1. Bagi Penulis 
Manfaat yang dapat diperoleh dari penulisan ini ialah sebagai sarana 
pengaplikasian ilmu yang telah diperoleh selama mengikuti proses perkuliahan 
serta memperdalam pemahaman penulis mengenai materi matriks simetri 
semidefinit negatif dalam menentukan nilai eigen tak dominan dengan 
menggunakan metode kuasa invers dengan shift. 
2. Bagi Universitas Islam Negeri (UIN) Alauddin Makassar 
Hasil penelitian ini akan menambah perbendaharaan skripsi 
perpustakaan UIN Alauddin Makassar, sehingga dapat dimanfaatkan oleh 
mahasiswa UIN Alauddin Makassar dan umum sebagai panduan untuk 
penyusunan skripsi berikutnya. 
3. Bagi Pembaca 
Tulisan ini diharapkan memberikan pengetahuan tentang nilai eigen tak 
dominan dan memberikan pengetahuan tentang penggunaan metode kuasa 
invers dengan shift pada penentuan nilai eigen tak dominan matriks semidefinit 
negatif. 
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E. Batasan Masalah  
Pembahasan penelitian ini dibatasi pada masalah nilai eigen tak dominan 
pada matriks simetri semidefinit negatif 

















2120
1201
2021
0112
A dan 
menggunakan metode kuasa invers dengan shift. 
F. Sistematika Penulisan 
Secara garis besar sistematika penulisan tugas akhir  ini dibagi menjadi 
tiga bagian, yaitu bagian awal tugas akhir, bagian isi tugas akhir, dan bagian akhir 
tugas akhir. 
1. Bagian awal tugas akhir 
Bagian awal proposal terdiri dari halaman judul, halaman pengesahan, motto 
dan persembahan, kata pengantar, daftar lampiran, dan daftar isi. 
2. Bagian isi tugas akhir 
Bagian isi proposal terbagi menjadi tiga bab, yaitu: 
a. Bab I Pendahuluan 
Bab ini berisi alasan pemilihan judul, rumusan masalah, tujuan penelitian, 
manfaat penelitian, pembatasan masalah, dan sistematika penulisan. 
b. Bab II Tinjauan Pustaka 
Dalam bab ini dikemukakan hal-hal yang mendasari dalam teori yang dikaji 
yaitu Matriks, Nilai Eigen, dan mencari Nilai eigen tak dominan dengan 
menggunakan metode kuasa invers dengan shift. 
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c. Bab III Metode Penelitian 
Dalam bab ini dikemukakan waktu penelitian, jenis penelitian, dan prosedur 
pelaksanaan penelitian. 
d. Bab IV Hasil Penelitian dan Pembahasan 
Pada bab ini dikemukakan hasil penelitian dalam menentukan nilai eigen 
tak dominan dari matriks semidefinit negatif dengan menggunakan metode 
kuasa invers dengan shift. 
e. Bab V Penutup 
Pada bab ini terdiri dari kesimpulan dan saran. 
3. Bagian akhir tugas akhir 
Bagian akhir tugas akhir berisi daftar pustaka sebagai acuan dan lampiran-
lampiran yang mendukung. 
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BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 
A. Matriks dan Operasi Matriks 
1. Matriks 
Matriks merupakan suatu susunan angka yang berbentuk segiempat yang 
diatur dalam baris dan kolom. Angka-angka dalam susunan itu disebut anggota 
dalam matriks. Ukuran matriks dinyatakan oleh jumlah baris dan jumlah kolom 
terdapat di dalamnya. 
[
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
⋯ 𝑎1𝑛
⋯ 𝑎2𝑛
⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2
⋮
⋯ 𝑎𝑚𝑛
] 
Susunan di atas disebut matriks m kali n (ditulis m x n) karena memiliki m 
barisan dan n kolom. Sebagai aturan, kurung siku [  ], kurung biasa (   ) atau 
bentuk ||   || digunakan untuk mengurungi susunan persegi panjang dari bilangan-
bilangan tersebut.9 
Suatu matriks yang hanya mempunyai satu baris dinamakan suatu matriks 
baris (vektor baris) sedangkan suatu matriks yang hanya mempunyai satu kolom 
dinamakan suatu matriks kolom (vektor kolom).10 
 
 
                                                          
9G.Hadley, Aljabar Linear (Jakarta: erlangga, 1983), h. 51. 
10 Murray, Matematika Lanjutan untuk Para Insinyur dan Ilmuwan, (Jakarta: Erlangga, 
1971), h. 363. 
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Contoh 2.1. Matriks 
[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
], [
0 1
1 0
], [
3 2 3
0 2 0
] 
tetapi,  
[
1 2
3
], [
4
5 6
], [
11
7
8 10
9
] 
bukan matriks karena bukan susunan persegi panjang yang diatur dalam baris dan 
kolom. Matriks lazimnya akan dinotasikan dengan sebuah huruf besar yang 
dicetak tebal (A, B, dan seterusnya), dan elemen-elemen dinotasikan dengan huruf 
kecil yang dicetak miring (𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑗 dan seterusnya) kecuali kalau digunakan 
bilangan-bilangan khusus, dapat ditulis:  
A = ||𝑎𝑖𝑗|| = [
𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮
𝑎𝑚1 ⋯ 𝑎𝑚𝑛
] 
Dapat dilihat lambang A, ||𝑎𝑖𝑗|| tidak menunjukkan berapa baris atau 
kolom yang dimiliki oleh matriks. Ini harus diketahui dari sumber-sumber 
lainnya. Jika hanya elemen istimewa 𝑎𝑖𝑗 dari matriks yang ditunjukkan 
menggunakan  ||𝑎𝑖𝑗|| daripada (𝑎𝑖𝑗) atau [𝑎𝑖𝑗]. Notasi terakhir tidak menunjukkan 
secara jelas apakah sebuah matriks yang dicantumkan atau dikurung ditempatkan 
sekitar sebuah elemen tunggal. Kurung siku akan digunakan untuk mengurungi 
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matriks yang mempunyai paling sedikit dua baris dan dua kolom. Kurung biasa 
akan digunakan untuk mengurungi sebuah matriks yang terdiri atas satu baris.11 
2. Penjumlahan Matriks  
Definisi 2.1 
Dua buah matriks A dan B dikatakan “sama” jika A dan B mempunyai ukuran 
(ordo) yang sama dan elemen-elemen bersesuaian sama, yaitu apabila  
A = [𝑎𝑖𝑗] dan B= [𝑏𝑖𝑗], maka[𝑎𝑖𝑗]=[𝑏𝑖𝑗] untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 
Definisi 2.2 
A = [𝑎𝑖𝑗] dan B = [𝑏𝑖𝑗], adalah dua matriks dengan ukuran sama, maka A + B 
adalah matriks yang didapat dengan menambahkan/menjumlahkan elemen-
elemen A dan B yang bersesuaian, yaitu  A + B = [𝑎𝑖𝑗] + [𝑏𝑖𝑗]  = [𝑎𝑖𝑗+ 𝑏𝑖𝑗].
12 
Sifat-sifat penjumlahan matriks: 
1. Komutatif : A + B = B + A 
2. Asosiatif : A + B + C = A + (B + C) = (A + B) + C 
3. Identik    : A + O = O + A = A 
 
 
 
 
                                                          
11 G.Hadley, Aljabar Linear, h. 52 
12 R.Gunawan Santosa, Aljabar Linear Dasar, (Yokyakarta:Andi, 2008), h. 25. 
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Contoh 2.2. Penjumlahan matriks 
Misalkan diberikan matriks 
A = [
0 0 1
1 3 4
2 4 2
] B = [
3 4 5
6 9 0
4 0 5
] C = [
3 4
1 3
6 7
3 1 6
8 0 4
5 2 1
] 
Hasil untuk matriks A + B  
A + B =  [
0 0 1
1 3 4
2 4 2
] + [
3 4 5
6 9 0
4 0 5
] = [
3 4 6
7 12 4
6 4 7
] 
Hasil untuk matriks A + C  
A + C = [
0 0 1
1 3 4
2 4 2
] + [
3 4
1 3
6 7
3 1 6
8 0 4
5 2 1
] = tidak terdefinisi. 
Sama halnya dengan B + C tidak terdefinisi karena ordo (ukuran) matriks A 
dengan C berbeda dan ordo (ukuran) matriks B dengan C berbeda. 
3. Perkalian Matriks dengan Skalar 
Bila diberikan sebuah matriks A dan sebuah skalar 𝜆, hasil kali 𝜆 dan A, di 
definisikan sebagai 
𝜆A = [
𝜆𝑎11 ⋯ 𝜆𝑎1𝑛
𝜆𝑎21 ⋯ 𝜆𝑎2𝑛
⋮ ⋮
𝜆𝑎𝑚1 ⋯ 𝜆𝑎𝑚𝑛
] 
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Setiap elemen dari A dikalikan  dengan skalar 𝜆. Hasil kali 𝜆A adalah 
sebuah matriks lain yang mempunyai m baris dan n kolom jika A mempunyai m 
baris dan n kolom. Dapat ditulis: 𝜆A = || 𝜆𝑎𝑖𝑗 || = || 𝑎𝑖𝑗𝜆 || = A 𝜆.
13 
Contoh 2.3. Perkalian matriks dengan skalar 
Misalkan diberikan  
𝜆 = 4,   A = [
2 0
8 1
] 
Hasil dari 𝜆A  = 4 [
2 0
8 1
] = [
4.2 4.0
4.8 1.4
] = [
8 0
32 4
] 
4. Perkalian Dua Matriks 
Perkalian antara dua matriks dapat terdefinisi jika banyaknya kolom 
matriks pertama sama dengan banyaknya baris matriks kedua. Pandang matriks  
A = [𝑎𝑖𝑗] berukuran  m x n dan matriks B = [𝑏𝑖𝑗] yang berukuran n x r. Maka 
hasil kali AB didefenisikan sebagai matriks C = [𝑐𝑖𝑗] yang berukuran m x r, 
dimana elemen [𝑐𝑖𝑗] diperoleh dengan rumus  
𝑐𝑖𝑗 = ∑ 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1   dimana i = 1, …, m  ; j = 1, …, r 
dalam hasil kali matriks AB, A disebut pengali dengan dan B pengali belakang. 
Hasil kali AB ditentukan hanya kalau jumlah kolom di A sama dengan jumlah 
baris di B.14 
 
                                                          
  13 G. Hadley, Aljabar Linear, h. 53. 
14 Kartono, Aljabar Linear, Vektor dan Eksplorasinya dengan Maple, (Yokyakarta: Graha 
Ilmu,2002), hal. 38. 
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Syarat perkalian matriks  
jika matriks A berukuran m x n dan B berukuran p x q maka: 
1. Perkalian matriks AB berordo m x q bisa dibentuk hanya jika n = p. 
2. Perkalian matriks BA berordo p x n bias dibentuk hanya jika q = m. 
3. AB tidak selalu sama dengan BA. (walaupun m = n = p = q).15 
Contoh 2.4. Perkalian dua matriks 
misal diberikan matriks 
A = [
2 1
0 3
],  B = [
4 2
3 1
] 
Hasil dari AB = [
[2(4) +  1(3)] [2(2) +  1(1)]
[0(4) +  3(3)] [0(2) +  3(1)]
] = [
11 5
9 3
] 
 Dalam hasil kali matriks AB, A disebut pengali dan B pengali belakang. 
Hasil kali AB ditentukan hanya kalau jumlah kolom di A sama dengan jumlah 
baris di B. Selama jumlah kolom di A sama dengan baris di B, AB terdefinisi 
tanpa perlu mempersoalkan berapa baris A atau berapa kolom di B. Perkalian 
matriks tidak memenuhi semua aturan perkalian dari bilangan-bilangan biasa. 
Salah satu beda yang paling penting ialah kenyataan bahwa pada umumnya 
perkalian matriks adalah tidak komutatif yaitu AB dan BA tidak sama  
(AB ≠ BA). 16 
                                                          
15 Wikaria Gazali, Matriks & Transformasi Linear, (Yokyakarta: Graha Ilmu, 2005), 
h.12. 
16 Abdul Azis, Aljabar Matriks, (Yokyakarta: Graha Ilmu, 2012), h. 14. 
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Contoh 2.5. perkalian matriks 
1. Misalkan A = [
4 2
5 0
],  B = [
2
3
],  
 AB = [
14
10
] 
Tetapi BA tidak dapat didefenisikan karena jumlah kolom B tidak sama dengan 
jumlah baris A 
2. Misalkan A = [
1
3
0
2
],  B = [3 4 2 5] 
hasil dari AB = [
1
3
0
2
] [3 4 2 5] = [
3 4
9 12
2 5
6 15
0 0
6 8
0 0
4 10
] 
sedangkan hasil dari BA = [3 4 2 5] [
1
3
0
5
] = (3 + 12 + 0 + 25) = [40], 
dengan contoh ini AB dan BA terdefinisi, tetapi hasil perkaliannya sama 
sekali berbeda. 
5. Transpose suatu Matriks 
Transpose suatu matriks adalah merubah ordo suatu matriks dari m  x n 
menjadi n x m jika A’ atau AT adalah tranpose dari matriks A, maka baris pada 
matriks A menjadi kolom pada matriks A’ dan sebaliknya kolom pada matriks A 
menjadi baris pada matriks A’. 17 
 
                                                          
17 Pudjiastuti, Matriks Teori dan Aplikasi (Jakarta: Graha Ilmu, 2006), h. 4. 
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Contoh 2.6. Transpose matriks 
Jika A = [
1 4
3 6
] maka A’= [
1 3
4 6
] 
Jika B = [
0 3
3 4
2 6
] maka B’ = [
0 3 2
3 4 6
] 
Sifat–sifat matriks transpose: 
1. (A + B + C)’ = A’ + B’ + C’ 
2. (ABC)’ = C’ B’ A’ 
3. (A’)’ = A 
Contoh 2.7. Sifat-sifat matriks transpose 
1. (A + B + C)’ = A’ + B’ + C’ 
Misal diberikan matriks berikut:  
A = [
0 3
3 4
2 6
]  B = [
1 3
0 1
4 2
]  C = [
−2 −2
3 1
0 4
] 
( A + B + C) = [
0 3
3 4
2 6
]+ [
1 3
0 1
4 2
] +[
−2 −2
3 1
0 4
]  = [
−1 4
6 6
6 12
] 
Hasil untuk (A + B + C)’ = [
−1 4
6 6
6 12
] = [
−1 6 6
4 6 12
] 
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Hasil untuk A’ + B’ + C’ 
A = [
0 3
3 4
2 6
] → A’ = [
0 3 2
3 4 6
] 
B = [
1 3
0 1
4 2
] → B’ = [
1 0 4
3 1 2
] 
C = [
−2 −2
3 1
0 4
] →  C’= [
−2 3 0
−2 1 4
] 
A’ + B’ + C’ = [
0 3 2
3 4 6
] + [
1 0 4
3 1 2
] +  [
−2 3 0
−2 1 4
] 
        = [
−1 6 6
4 6 12
] Terbukti: (A + B + C)’ = A’ + B’ + C’ 
2. (ABC)’ = C’ B’ A’ 
Misalkan diberikan matriks  
A = [
1 2 3
3 4 2
]  B = [
0 2
1 1
4 4
]  C = [
1 4
5 2
] 
Mengalikan matriks A dan B = [
1 2 3
3 4 2
] [
0 2
1 1
4 4
] = [
14 16
12 18
] 
Mengalikan hasil AB dan C = [
14 16
12 18
] [
1 4
5 2
] = [
94 88
102 84
] 
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Hasil untuk (ABC)’ = [
94 102
88 84
] 
Hasil untuk C’B’A’ 
C = [
1 4
5 2
]  C’= [
1 5
4 2
] 
B = [
0 2
1 1
4 4
]  B’ = [
0 1 4
2 1 4
] 
A = [
1 2 3
3 4 2
]  A’ = [
1 3
2 4
3 2
] 
Mengalikan hasil transpose C’ dan B’ = [
1 5
4 2
] [
0 1 4
2 1 4
] =  [
10 6 24
4 6 24
] 
Mengalikan hasil kali C’B’ dengan A’ = [
10 6 24
4 6 24
] [
1 3
2 4
3 2
]= [
94 102
88 84
] 
terbukti (ABC)’= C’ B’ A’ 
3.   (A’)’ = A 
A = [
10 6 24
4 6 24
]  A’ = [
10 4
6 6
24 24
]  
(A’)’ = [
10 6 24
4 6 24
] terbukti (A’)’ = A 
6. Determinan Matriks 
Untuk setiap matriks persegi terdapat suatu bilangan tertentu yang 
disebut dengan determinan. Determinan merupakan jumlah semua hasil perkalian 
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elementer yang bertanda dari A dan dinyatakan dengan det(A) atau |𝑨|, yang 
diartikan dengan sebuah hasil perkalian elementer bertanda dari suatu matriks A.18 
Suatu determinan orde n adalah scalar yang dikaitkan dengan matriks 
bujur sangkar A = [𝑎𝑖𝑗] dimana i dan j = 1, 2, …, n, yang dituliskan  
D = det(A) = |
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
… 𝑎1𝑛
… 𝑎2𝑛
⋮ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2
⋱ ⋮
… 𝑎𝑚𝑛
| 
Determinan matriks 2 x 2 
𝐀 = [
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
]   
dinyatakan dengan  
det(A) = |𝐀| = 𝑎11𝑎22 − 𝑎12𝑎21.
19 
Contoh 2.8. Mencari Determnan dari Matriks 2 x 2 
Carilah determinan dari matriks berikut: 
A = [
3 4
2 5
] 
Penyelesaian: 
Karena matriks A adalah matriks yang berukuran 2 x 2, maka dapat langsung 
dihitung determinannya dengan memperkalikan diagonal utamanya dan 
memperkurangkannya, sehingga diperoleh:  
                                                          
18 Irwan, Pengantar Aljabar Linear Elementer, (Makassar: Alauddin University Press, 
2011), h. 201. 
19 Howard Anton, Elementery Linear Algebra, (Canada: Simultaneously, 1977), h. 59. 
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Det(A) = |
3 4
2 5
| = (3 x 5) – (4 x 2) = 15 – 8 = 7. 
Pada matriks ukuran 3 x 3 
A = [
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33
] 
Dinyatakan dengan, 
det|𝐀| = 𝑎11𝑎22𝑎33+ 𝑎12𝑎23𝑎31+ 𝑎13𝑎32𝑎21− 𝑎13𝑎22𝑎31 − 𝑎23𝑎32𝑎11 −
                𝑎33𝑎21𝑎12  
 Determinan matriks yang lebih besar 3 x 3 biasanya dihitung dengan 
prosedur yang disebut sebagai perluasan kofaktor (expansion by cofactor). 
Determinan matriks 3 x 3 di atas dapat ditulis: 
det|𝐀| = 𝑎11(𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32) − 𝑎12(𝑎21𝑎33 − 𝑎23𝑎31) + 𝑎13(𝑎21𝑎32 −
                           𝑎22𝑎31) 
    =  𝑎11 |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33
| − 𝑎12 |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33
| + 𝑎13 |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32
| 
Definisi 2.3: 
Misalkan M𝑖𝑗 menunjukkan matriks (n – 1) x (n – 1) yang diperoleh dengan jalan 
menghilangkan baris ke-i dan kolom ke-j dari 𝐀𝑛 x 𝑛. Determinan |M𝑖𝑗| adalah 
sebuah minor dari matriks A. Skalar C𝑖𝑗 = (-1)
i+j |M𝑖𝑗| menunjukkan apa yang 
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disebut kofaktor atau tanda dari minor elemen dari 𝑎𝑖𝑗  matriks A. Matriks n x n 
menunjukkan adjoin A dan dinotasikan dengan adj A. 
 Determinan suatu matriks dapat dicari dengan prosedur perluasan 
kofaktor. Determinan A dapat diperluas dalam baris i dengan rumus |𝐀| = 
∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝑐𝑖𝑗 untuk sebarang baris ke-i = 1, 2, …, n dan kolom ke-j dengan rumus 
|𝐀| = ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1 𝑐𝑖𝑗 untuk setiap kolom ke-j = 1, 2, …, n. 
Determinan A3x3 di atas yaitu 
|𝐀| = 𝑎11 |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33
| − 𝑎12 |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33
| + 𝑎13 |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32
| 
Dapat ditulis 
|𝐀| = 𝑎11𝑐11 + 𝑎12𝑐12 + 𝑎13𝑐13 = ∑ 𝑎𝑖𝑗
3
𝑗=1 𝑐𝑖𝑗.
20 
Contoh 2.9: 
Misalkan diberikan matriks berikut 
A = [
1 0 2
3 1 1
1 2 4
] 
Penyelesaian: 
𝑑𝑒𝑡|𝐀| = (1 x 1 x 4) + (0 x 1 x 1) + (2 x 2 x 3) – (2 x 1 x 1) – (1 x 2 x 1) 
 – (4 x 3 x 0) 
                                                          
20 Jean E Weber, Analisis Matematik Penerapan Bisnis dan Ekonomi, (Jakarta: Erlangga, 
1999, h.192. 
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      = 4 + 0 + 12 – 2 – 2 – 0 
 = 12 
Cara lainnya yaitu dengan memperluas baris pertama: 
𝑑𝑒𝑡|𝐀| = 𝑎11 |
𝑎22 𝑎23
𝑎32 𝑎33
| − 𝑎12 |
𝑎21 𝑎23
𝑎31 𝑎33
| + 𝑎13 |
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32
| 
𝑑𝑒𝑡|𝐀| = 1|
1 1
2 4
| −  0 |
3 1
1 4
| + 2 |
3 1
1 2
| 
𝑑𝑒𝑡|𝐀| = 1 (4 – 2) – 0 (12 – 1) + 2 (6 – 1) 
 = 2 – 0 + 10 
 = 12 
B. Jenis-jenis Matriks 
1. Matriks Bujur Sangkar 
Matriks bujur sangkar adalah matriks yang di mana banyaknya baris sama 
dengan banyaknya kolom. Jumlah dari semua entri-entri diagonal utama disebut 
trace (Tr) dari matriks tersebut. 
Contoh 2.10. Matriks bujur sangkar 
 A = [
3 1 4
0 5 −2
5 2 9
]  
Jumlah baris = 3, jumlah kolom = 3 
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Karena jumlah baris dan kolomnya maka matriks A disebut matriks bujur sangkar. 
Untuk Tr (A) = 3 + 5 + 9 = 17. 
2. Matriks Diagonal 
Matriks diagonal adalah suatu matriks bujur sangkar yang semua elemen 
di luar elemen diagonal utama sama dengan nol, dan paling tidak satu elemen 
pada diagonal utamanya tidak sama dengan nol.  
Contoh 2.11. Matriks diagonal 
A = [
3 0
0 1
] ,   B = [
2 0 0
0 0 0
0 0 6
]  C = [
2 0
0 3
0 0
0 0
0 0
0 0
4 0
0 5
] 
Dari matriks A, B, dan C semua elemen di luar elemen diagonal utamanya 
sama dengan nol, dan paling tidak ada satu elemen diagonal utamanya tidak sama 
dengan nol, sehingga matrik A, B, dan C adalah matriks diagonal.  
3. Matriks Simetris 
Definisi 2.4: 
Suatu matriks A berorde n x n disebut simetris jika AT = A. 21 
Matriks simetris adalah suatu matriks bujur sangkar yang memiliki 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖, 
sehingga transposenya sama dengan matriks semula.  
Contoh 2.12. Matriks simetris 
Misalkan diberikan matriks  
A = [
6 4 5
4 3 2
5 2 1
],  
                                                          
21 Steven J.Leon, Aljabar Linear dan Aplikasinya (Jakarta: Erlangga, 1999), h. 47. 
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maka AT = [
6 4 5
4 3 2
5 2 1
] 
4. Matriks Segitiga Atas 
Matriks segitiga atas adalah matriks bujur sangkar yang elemen-elemen di 
bawah diagonal utama bernilai nol. Jadi yang tidak sama dengan nol elemen-
elemen pada segitiga atasnya dan paling tidak satu elemen pada diagonal utama 
tidak sama dengan nol. 
Contoh 2.13. Matriks Segitiga Atas 
Misalkan diberikan matriks  
A = [
1 4 3
0 0 6
0 0 9
]  B = [
1 −1 2
0 1 6
0 0 4
] 
Matriks A dan B adalah matriks segitiga atas, dimana elemen di bawah diagonal 
utamanya sama dengan nol, elemen di atas diagonal utamanya tidak sama dengan 
nol, dan paling tidak dalam diagonal utamanya ada 1 elemen yang tidak sama 
dengan nol.  
Contoh 2.14. Bukan Matriks Segitiga Atas 
Misalkan diberikan matriks  
A = [
0 4 3
0 0 6
0 0 0
]  B = [
1 −1 2
0 1 6
1 0 4
] 
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Matriks A dan B merupakan matriks yang bukan matriks segitiga atas, dimana 
pada matriks B elemen di bawah diagonal utamanya terdapat elemen yang tidak 
sama dengan nol dan pada matriks A elemen diagonal utamanya sama dengan nol.  
5. Matriks Segitiga Bawah 
Matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang elemen-elemen 
di atas diagonal utama bernilai nol. Jadi yang tidak sama dengan nol adalah 
elemen-elemen pada segitiga bawahnya, dan paling tidak satu elemen pada 
diagonal utama tidak sama dengan nol.  
Contoh 2.15. Matriks Segitiga Bawah 
Misalkan diberikan matriks  
 A = [
3 0 0
1 0 0
4 2 0
]  B = [
3 0
1 3
0 0
0 0
4 4
2 8
6 0
2 1
] 
Matriks A dan B adalah matriks segitiga bawah, dimana elemen di atas diagonal 
utamanya sama dengan nol, elemen di bawah diagonal utamanya tidak sama 
dengan nol, dan paling tidak dalam diagonal utamanya ada 1 elemen yang tidak 
sama dengan nol.  
Contoh 2.16. Bukan Matriks Segitiga Bawah 
Misalkan diberikan matriks  
 A = [
0 0 0
1 0 0
4 2 0
]  B = [
3 0
1 3
0 0
0 0
4 4
2 8
6 0
2 1
] 
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Matriks A dan B merupakan matriks yang bukan matriks segitiga bawah, dimana 
pada matriks B elemen di atas diagonal utamanya terdapat elemen yang tidak 
sama dengan nol dan pada matriks A elemen diagonal utamanya sama dengan nol.  
6. Matriks Identitas 
Matriks identitas adalah suatu matriks bujur sangkar yang elemen-elemen 
di luar diagonal utamanya sama dengan nol, dan semua elemen pada diagonal 
utama sama dengan satu. Matriks identitas yang berorde n biasanya diberi simbol 
In.  
Contoh 2.17. Matriks Identitas 
Misalkan diberikan matriks  
I2 = [
1 0
0 1
]  I3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1
] 
Dari matriks I2, I3 adalah matriks identitas dimana elemen diagonal utamanya 
sama dengan 1 dan semua elemen di luar diagonal utamanya sama dengan nol.  
7. Matriks Baris 
Matriks baris adalah matriks yang hanya terdiri satu baris. Matriks ini 
sering disebut dengan vektor baris. 
Contoh 2.18. Matriks Baris 
Misalkan diberikan matriks  
A = [1 4 2] B = [2 5 0 3 6] 
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Matriks A dan B merupakan matriks baris meskipun terdiri dari beberapa kolom, 
tapi hanya terdiri dari 1 baris. 
8. Matriks Kolom 
Matriks kolom adalah suatu matriks yang hanya terdiri satu kolom. 
Matriks ini sering disebut dengan vektor kolom. 
Contoh 2.19. Matriks Kolom 
A = [
1
4
3
] B = [
3
6
4
1
] 
Matriks A dan B merupakan matriks kolom meskipun terdiri dari beberapa baris, 
tapi hanya terdiri dari 1 kolom. 
9. Matriks Nol 
Matriks nol adalah suatu matriks yang semua elemennya bernilai nol. 
Matriks ini biasanya diberi simbol O dan bentuknya tidak selalu bujur sangkar. 
Contoh 2.20. Matriks Nol 
O = [
0 0
0 0
]  O = [
0 0
0 0
0 0
] 
10. Matriks Invers 
Definisi 2.5: 
Jika A adalah matriks bujur sangkar, dan jika dapat dicari matriks B sehingga 
AB = BA = I, maka matriks A dikatakan dapat dibalik (invertible) dan B 
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dinamakan invers (inverse) dari matriks A. jika A dapat dibalik, maka 
inversnya akan dinyatakan dengan simbol A-1. Jadi, 
A A-1 = I   dan  A-1A = I 
Misal :A = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] 
A-1 = 
1
𝑎𝑑−𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎
] = [
𝑑
𝑎𝑑−𝑏𝑐
−
𝑏
𝑎𝑑−𝑏𝑐
−
𝑐
𝑎𝑑−𝑏𝑐
𝑎
𝑎𝑑−𝑏𝑐
]. 22 
Contoh 2.21. Matriks Invers 
Misalkan diberikan matriks 
 A = [
1 2
3 1
],   B = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] 
Matriks invers dari A, maka harus dipenuhi AB = BA = I 
A B = [
1 2
3 1
] [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] = [
1𝑎 + 2𝑐 1𝑏 + 2𝑑
3𝑎 + 1𝑐 3𝑏 + 1𝑑
] = [
1 0
0 1
] 
Diperoleh suatu sistem persamaan linear: 
1𝑎 + 2𝑐 = 1 1𝑏 + 2𝑑 = 0
3𝑎 + 1𝑐 = 0 3𝑏 + 1𝑑 = 1
 
Dengan menggunakan metode eliminasi subtitusi, diperoleh: 
1a + 2c = 1| x 1| 1a + 2c = 1 
3a + 1c = 0| x 2| 6a + 2c = 0 - 
    -5a = 1 
                                                          
22 Ririen Kusumawati, Aljabar Linear dan Matriks (Surabaya:UIN Malang Press, 2009), 
h. 25.  
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        a = −
1
5
 
subtitusi 𝑎 ke persamaan 1a + 2c = 1, sehingga diperoleh 
1a + 2c = 1 c = 
3
5
 
1𝑏 + 2𝑑 = 0 |𝑥1| 1𝑏 + 2𝑑 = 0  
3𝑏 + 1𝑑 = 1 |𝑥2| 6𝑏 + 2𝑑 = 2 _ 
       −5𝑏       =  −2 
𝑏      =
2
5
  
subtitusi 𝑎 ke persamaan 1b + 2d = 0, sehingga diperoleh 
1b + 2d = 0 d = −
1
5
 
Jadi, a = −
1
5
, b = 
2
5
, c = 
3
5
, d = −
1
5
 
Sehingga diperoleh matriks  invers dari A adalah B = [
−
1
5
2
5
3
5
−
1
5
] 
C. Nilai Eigen dan Vektor Eigen 
Definisi 2.6: 
Suatu nilai eigen dari suatu matriks A dinamakan nilai eigen tak dominan 
dari A jika nilai mutlaknya lebih kecil dari nilai-nilai eigen yang lainnya, 
sedangkan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen tak dominan 
dinamakan vektor eigen tak dominan A.23 
𝐀𝐱 =  λ𝐱 
 
                                                          
23Yuli Andriani, Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit Negatif 
menggunakan Metode Kuasa Invers dengan shift, 2011, h.4 
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Keterangan:  A : Matriks A 
𝜆  : Nilai Eigen 
  x : Vektor Eigen 
Nilai Eigen dikali dengan matriks identitas (I), maka: 
𝐀𝐱 =  𝛌𝐈𝐱 
(λ𝐈 − 𝐀) 𝐱 = 0 
Salah satu cara menentukan nilai eigen tak dominan apabila aproksimasi 
terhadap vektor eigen tak dominan telah diketahui dengan menggunakan nilai bagi 
Rayleigh untuk suatu matriks simetris yaitu jika x adalah sebuah vektor eigen dari 
matriks   A dan bersesuaian dengan nilai eigen maka  
𝜆 =
〈𝐱  , 𝐀𝐱〉
〈𝐱  ,   𝐱〉
 
Hasil bagi ini disebut Kuesien Rayleigh. 
Keterangan:  A : Matriks A 
𝜆  : Nilai Eigen 
  x : Vektor Eigen 
Contoh 2.22. Nilai eigen dan vektor eigen 
Misalkan diberikan matriks A = [
1 −2
1 4
] 
Nilai eigen dari matriks A adalah 
(𝜆𝑰 –  𝐀)𝐱                          = 0        
(𝜆 [
1 0
0 1
] − [
1 −2
1 4
]) 𝐱 = 0 
([
𝜆 − 1 −2
1 𝜆 − 4
])  𝐱        = 0   
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Untuk memenuhi nilai 𝜆 yang scalar berlaku: 
det (𝜆I – A)                                 = 0 
det ([
𝜆 − 1 −2
1 𝜆 − 4
])                 = 0 
((𝜆 − 1)(𝜆 − 4)) − ((−2)(1)) = 0  
 𝜆2 −  5𝜆 + 4 + 2        = 0 
𝜆2 −  5𝜆 + 6              = 0 
(𝜆 − 2)( 𝜆 − 3)                              = 0             
𝜆 = 2 dan 𝜆 = 3 
sehingga nilai-nilai eigen dari A adalah 1 dan 2.  
Dari contoh 2.22 didapatkan nilai eigen tak dominannya yaitu 2, dimana 2 adalah 
nilai mutlak terkecil dari nilai-nilai eigen lainnya.  
Untuk vektor eigennya 
(λ𝐈 − 𝐀) 𝐱                   = 0  
([
𝜆 − 1 2
−1 𝜆 − 4
]) 𝐱   = 0  
([
𝜆 − 1 2
−1 𝜆 − 4
]) [
𝑥1
𝑥2
]   = 0  
Untuk nilai 𝜆 = 2, maka: 
([
1 2
−1 −2
]) [
𝑥1
𝑥2
]      = [
0
0
]  
Terbentuk system persamaan linear: 
𝒙1 + 2𝒙2       = 0 
−𝒙1 − 2𝒙2    = 0  
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Sehingga diperoleh  
𝒙1 = −2 dan 𝒙2 = 1  
Untuk nilai 𝜆 = 3, maka: 
([
2 2
−1 −1
]) [
𝑥1
𝑥2
]      = [
0
0
]  
Terbentuk system persamaan linear: 
𝟐𝒙1 + 2𝒙2       = 0 
−𝒙1 − 𝒙2    = 0  
Sehingga diperoleh  
𝒙1 = 1 dan𝒙2 = −1  
D. Dekomposisi-LU 
Definisi 2.7: 
Sebuah faktorisasi matriks A kuadrat seperti A = LU, dimana L adalah matriks 
segitiga bawah dan U matriks segitiga atas dikatakan sebuah dekomposisi LU. 24 
Matriks dapat difaktorkan (diuraikan atau didekomposisikan) menjadi 
matriks segitiga bawah L dan matriks segitiga atas U.  Biasa ditulis dengan rumus 
umum: 
A = LU. 
Komposisi matriks L dan U dalam bentuk ini dikenal sebagai metode 
crout. Cara mendapatkan L dan U dengan metode crout adalah sebagai berikut: 
[
𝑙11 0 0 ⋯ 0
𝑙21 𝑙22 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑙𝑛1 𝑙𝑛2 𝑙𝑛3 ⋯ 𝑙𝑛𝑛
] . [
1 𝑢12 𝑢13 ⋯ 𝑢1𝑛
0 1 𝑢23 ⋯ 𝑢2𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
]               
                                                          
24 Yuli Andriani, Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit Negatif 
menggunakan Metode Kuasa Invers dengan shift, h.4 
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                                          =  [
𝑎11 𝑎12 𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 𝑎𝑛3 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
]. 25 
Contoh 2.23 
misalkan diberikan matriks  
𝐀 = [
2 −3 4
0 5 6
−5 3 1
] 
Penyelesaian: 
Langkah yang harus dilakukan adalah membentuk matriks L dan matriks U 
terlebih dahulu. 
[
𝑙11 0 0
𝑙21 𝑙22 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33
]    dan   [
1 𝑢12 𝑢13
0 1 𝑢23
0 0 1
]  
Selanjutnya adalah memperkalikan matriks L dan matriks U dengan hasilnya 
adalah matriks A,  
[𝐋] × [𝐔] =  [𝐀] 
[
𝑙11 0 0
𝑙21 𝑙22 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33
]    ×  [
1 𝑢12 𝑢13
0 1 𝑢23
0 0 1
]  =   [
2 −3 4
0 5 6
−5 3 1
] 
Langkah selanjutnya adalah mencari nilai dari elemen-elemen matriks L dan 
matriks U. 
                                                          
25 Buyung Kosasih, Komputasi Numerik Teori dan Aplikasi, (Yogyakarta: ANDI, 2006),  
h. 61. 
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- Untuk baris pertama perkalian matriks L dan matriks U, maka diperoleh nilai-
nilai yaitu: 
 𝑙11  ×  1 = 2   
diperoleh nilai   𝑙11 = 2 
 𝑙11  ×  𝑢12 = −3   
diperoleh  nilai  𝑢12 = −
3
𝑙11
= −
3
2
 
 𝑙11  ×  𝑢13 = 4   
diperoleh  nilai  𝑢13 =
4
𝑙11
= 
4
2
= 2  
- Untuk baris kedua perkalian matriks matriks L dan matriks U, maka diperoleh 
nilai sebagai berikut: 
 𝑙21 = 0  
 (𝑙21  ×   𝑢12) + ( 𝑙22  ×   1) = 5  
diperoleh  nilai 𝑙22 yaitu: 
 𝑙22 =  5 − 𝑙21   ×   𝑢12 
𝑙22 =  5 − (0  ×  (−
3
2
))  
𝑙22 =  5 − 0  
𝑙22 =  5  
 (𝑙21  ×  𝑢13) + (𝑙22  ×   𝑢23) = 6  
diperoleh  nilai  𝑢23  yaitu: 
 𝑢23 =
6− 𝑙21 × 𝑢13
𝑙22
   
 𝑢23 = 
6−(0 × 2)
5
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 𝑢23 = 
6
5
  
- Untuk baris ketiga perkalian matriks matriks L dan matriks U, maka diperoleh 
nilai sebagai berikut: 
 𝑙31  ×  1 =  −5 
 (𝑙31  ×   𝑢12) + (𝑙32  ×   1) = 3 
diperoleh  nilai 𝑙32  yaitu: 
𝑙32 = 3 − 𝑙31  ×  𝑢12  
𝑙32 = 3 − ((−5)  × (−
3
2
))  
𝑙32 = 3 −
15
2
  
𝑙32 =
6−15
2
  
𝑙32 = −
9
2
  
 (𝑙31  ×   𝑢13) + (𝑙32 ×  𝑢23) + 𝑙33 = 1 
diperoleh  nilai  𝑙33 yaitu: 
𝑙33 = 1 − (𝑙31  ×  𝑢13) − ( 𝑙32  ×  𝑢23)   
𝑙33 = 1 − (−5 ×  2) − (−
9
2
 ×  
6
5
)  
𝑙33 = 1 − (−10) − (−
54
10
)  
𝑙33 = 11 + 
54
10
  
𝑙33 = 
110+54
10
  
𝑙33 = 
164
10
=
82
5
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L  U = A = [
2 0 0
0 5 0
−5 −
9
2
82
5
]    ×  [
1 −
3
2
2
0 1
6
5
0 0 1
]  =   [
2 −3 4
0 5 6
−5 3 1
] 
Cara lainnya yaitu dengan cara mencari jejak dari semua pengali, misalkan  
A =[
2 −3 4
0 5 6
−5 3 1
] 
 [
2 −3 4
0 5 6
−5 3 1
]  
Baris pertama untuk semua kolom dikalikan dengan 
2
1
. 
 [
1 −
3
2
2
0 5 6
−5 3 1
] Baris ke-3, untuk semua kolom pada baris pertama dikalikan 
dengan 5 dan dijumlahkan dengan baris ketiga pada masing-masing kolom. 
 [
1 −
3
2
2
0 5 6
0 −
9
2
11
]  
Baris ke-2 untuk semua kolom dikalikan dengan 
5
1
 
 
[
 
 
 
 1 −
3
2
2
0 1
6
5
0 −
9
2
11]
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Baris ke-3, untuk semua kolom pada baris kedua dikalikan dengan 
2
9
 dan 
dijumlahkan dengan baris ketiga pada masing-masing kolom. 
 
[
 
 
 
 1 −
3
2
2
0 1
6
5
0 0
82
5 ]
 
 
 
 
  
semua kolom pada baris ketiga dikalikan dengan 
82
5
 
 [
1 −
3
2
2
0 1
6
5
0 0 1
] terbentuk matriks U 
Untuk mariks L didapat 
[
𝑙11 0 0
𝑙21 𝑙22 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33
]     𝑥 
[
 
 
 
 1 −
3
2
2
0 1
6
5
0 0 1]
 
 
 
 
= [
2 −3 4
0 5 6
−5 3 1
] 
 𝑙11  ×  1 = 2   
diperoleh nilai   𝑙11 = 2 
 𝑙21 = 0  
 (𝑙21  ×   𝑢12) + ( 𝑙22  ×   1) = 5  
diperoleh  nilai 𝑙22 yaitu: 
 𝑙22 =  5 − 𝑙21   ×   𝑢12 
𝑙22 =  5 − (0  ×  (−
3
2
))  
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𝑙22 =  5 − 0  
𝑙22 =  5  
 𝑙31  ×  1 =  −5 
 (𝑙31  ×   𝑢12) + (𝑙32  ×   1) = 3 
diperoleh  nilai 𝑙32  yaitu: 
𝑙32 = 3 − 𝑙31  ×  𝑢12  
𝑙32 = 3 − ((−5)  × (−
3
2
))  
𝑙32 = 3 −
15
2
  
𝑙32 =
6−15
2
  
𝑙32 = −
9
2
  
 (𝑙31  ×   𝑢13) + (𝑙32 ×  𝑢23) + 𝑙33 = 1 
diperoleh  nilai  𝑙33 yaitu: 
𝑙33 = 1 − (𝑙31  ×  𝑢13) − ( 𝑙32  ×  𝑢23)   
𝑙33 = 1 − (−5 ×  2) − (−
9
2
 ×  
6
5
)  
𝑙33 = 1 − (−10) − (−
54
10
)  
𝑙33 = 11 + 
54
10
  
𝑙33 = 
110+54
10
  
𝑙33 = 
164
10
=
82
5
  
[
2 0 0
0 5 0
−5 −
9
2
82
5
]     terbentuk matrik L. 
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E. Matriks Simetri Definit Negatif dan Semidefinit Negatif 
Pada penentuan matriks simetri definit negatif dan semidefinit negatif 
dikenal beberapa istilah yaitu leading principal minor dan leading principal 
determinant. 
Definisi 2.8: 
Jika terdapat suatu matriks berukuran (n x n), maka leading principal minor  
ke-k (k ≤ 𝑛) adalah suatu sub matriks dengan ukuran (k x k) yang diperoleh 
dengan menghapus   (n – k) baris dan kolom yang bersesuaian dari matriks 
tersebut. 26 
Leading principal minor ke k dari suatu matriks (n x n) diperoleh dengan 
menghapus (n – k) baris terakhir dan kolom yang bersesuaian, sedangkan 
banyaknya leading principal determinant dari suatu matriks (n x n) adalah n. 
Determinan dari leading principal minor dinamakan leading principal 
determinant.  
1. Matriks Simetri Definit Negatif 
Sebuah matriks dapat dikatakan sebagai matriks simetri definit negatif jika 
memenuhi syarat berikut :  
(1) Semua elemen diagonal harus negatif. 
(2) Semua leading principal determinant harus negatif. 
 
 
                                                          
26 Pethut Tantri, http://eprints.undip.ac.id/32209/6/M02_Pethut_Tantri_chapter_II.pdf. 
(14 Juni 2015), h. 14. 
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Contoh 2.24. matriks simetri definit negatif 
Misalkan diberikan matriks 
A = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
] 
Akan dibuktikan bahwa matriks A adalah matriks simetri definit negatif. 
 Langkah pertama menguji matriks A = AT  
Dari matriks A = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
] didapatkan AT = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
] 
menunjukkan bahwa A = AT. 
 Langkah kedua menunjukkan bahwa semua elemen diagonalnya harus negatif. 
Diagonal dari matriks A = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
] = −2,−2, −2 (semua elemen 
diagonalnya negatif). 
 Langkah ketiga mencari leading principal minor untuk mendapatkan leading 
principal determinant dengan cara mencari determinan dari leading principal 
minor.  
Leading principal minor  ke-1 = (n – k) = 3 – 1 = 2, maksudnya menghapus 2 
baris terakhir dan 2 kolom terakhir. Maka leading principal minor ke-1   
A = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
] = [−2] 
Leading principal determinant = −2 
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Leading principal minor ke-2 = (n – k) = 3 – 2 = 1, menghapus 1 baris terakhir 
dan 1 kolom terakhir. Maka leading principal minor ke-2  
A = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
] = [
−2 3
3 −2
] 
Leading principal determinant [
−2 3
3 −2
] = (𝑎 𝑥 𝑑) − (𝑏 𝑥 𝑐) = 4 – 9 = -5  
Leading principal minor ke-3 = (n – k) = 3 – 3 = 0, menghapus 0 baris dan 0 
kolom terakhir. Maka leading principal minor ke-3 =  [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
]   
Leading principal determinant [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
]  = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
|
−2 3
3 −2
−3 4
]  
= ((-8) + (-36) + (-36)) – ((-18) + 
(-32) + (-18))  
= -80 – (-68)  
= -12 
Dari hasil yang diperoleh dapat diketahui bahwa matriks A = [
−2 3 −3
3 −2 4
−3 4 −2
]  
merupakan sebuah matriks simetri definit negatif, dimana A = AT, semua elemen 
diagonal utamanya negatif, dan leading principal determinantnya negatif. 
2. Matriks Simetri Semidefinit Negatif 
Sebuah matriks dapat dikatakan sebagai matriks simetri semidefinit negatif 
jika A = AT , dan 𝐱𝑇𝐀𝐱 ≤ 0, untuk semua x ∈ Z. 
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Contoh 2.25: Matriks simetri semidefinit negatif. 
Misalkan diberikan matriks A = [
−1 −2 1
−2 −2 1
1 3 −1
], akan dibuktikan bahwa matriks 
A adalah matriks simetri semidefinit negatif. 
 Langkah pertama menguji matriks A = AT  
Dari matriks A = [
−1 −2 1
−2 −2 3
1 3 −1
], didapatkan AT = [
−1 −2 1
−2 −2 3
1 3 −1
],   
menunjukkan bahwa A = AT. 
 Langkah kedua membuktikan bahwa 𝑋𝑡𝐀𝑋 ≤ 0, untuk semua x ∈ Z. 
 𝑋𝑇𝐀𝑋 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3] [
−1 −2 1
−2 −2 3
1 3 −1
] [
𝑥1
𝑥2
𝑥3
] 
𝑋𝑇𝐀𝑋 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3] [
−𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3
−2𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3
𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3
]  
 𝐱𝑇𝐀𝐱 = 𝑥1(−𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3) + 𝑥2(−2𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3) + 𝑥3(𝑥1 + 3𝑥2 − 𝑥3) 
𝐱𝑇𝐀𝐱 = −𝑥1
2 − 2𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 − 2𝑥1𝑥2−2𝑥2
2 + 3𝑥2𝑥3 + 𝑥1𝑥3 + 3𝑥2𝑥3−𝑥3
2 
 𝐱𝑇𝐀𝐱 = −𝑥1
2 − 4𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3−2𝑥2
2 + 6𝑥2𝑥3−𝑥3
2  
Untuk 
𝑥 = 1 → −1 − 4 + 2 − 2 + 6 − 1 = 0  
𝑥 = 2 → −4 − 16 + 8 − 8 + 24 − 4 = 0  
𝑥 = 0 → 0 − 0 + 0 − 0 + 0 − 0 = 0  
𝑥 = −1 → −1 − 4 + 2 − 2 + 6 − 1 = 0  
𝑥 = −2 → −4 − 16 + 8 − 8 + 24 − 4 = 0  
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Terbukti bahwa matriks A = [
−1 −2 1
−2 −2 3
1 3 −1
] merupakan matriks simetri 
semedefinit negatif karena memenuhi 𝐱𝑇𝐀𝐱 ≤ 0, untuk semua x ∈ Z.  
F. Vektor Hampiran Awal 
Pada umumnya vektor hampiran awal untuk metode iterasi dalam mencari 
vektor eigen dan nilai eigen tak dominan dari suatu matriks n x n adalah 
berbentuk 𝐱0 = (1 1 1 … n) 
T, karena vektor yang dihampiri jarang sekali banyak 
memiliki komponen nol. Karena proses penormalan di atas maka vektor hampiran 
awalnya menjadi berbentuk  
𝐱0 = (
1
√𝑛
 
1
√𝑛
 
1
√𝑛
… 
1
√𝑛
)
𝑇
. 27 
G. Metode Kuasa Invers dengan Shift 
Metode pangkat (metode kuasa) didasarkan pada perkalian berulang dari 
sebuah vektor eigen oleh matriks A dengan penskalaan vektor hasil y, sehingga 
faktor penskalaan mencapai nilai eigen terbesar 𝜆 dan skala vektor y menjadi 
vektor eigen dari nilai eigen yang bersesuaian.28 Selain metode kuasa ada juga 
yang dinamakan metode kuasa invers. Dimana dalam pemakaiannya seringkali 
juga harus menghitung nilai eigen terkecil dan vektor eigennya. Salah satu cara 
menghitung nilai eigen tersebut adalah dengan menggunakan matriks invers, jika 
matriks invers tersebut ada. Misalkan A matriks berukuran n x n yang dapat 
didiagonalkan dengan nilai eigen 
                                                          
27 Yuli Andriani, Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit Negatif 
Menggunakan Metode Kuasa Invers dengan Shift, h. 4. 
28 Joe D Hoffman, Numerical Methods for Engineers and Scientists, (New York: Marcel 
Dekker, Inc, 2001), h. 89. 
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|𝜆1| ≥ |𝜆2| ≥ ⋯ |𝜆𝑛| > 0 
Kemudian nilai eigen dari matriks A-1 adalah 
|
1
𝜆𝑛
| > ⋯ ≥ |
1
𝜆2
| ≥  |
1
𝜆1
| ≥ 0 
Nilai eigen yang terkecil dari matriks A menjadi nilai eigen terbesar dari 
matriks A-1. 29 Selain itu dikenal juga metode pergeseran (perubahan), misalkan 
diketahui matriks A berukuran n x n yang dapat didiagonalkan. Kemudian untuk 
sebarang bilangan real 𝑠 matriks 
𝐁 = 𝐀 − 𝑠𝐈 
Ket: B : Matriks B 
A : Matriks A 
I : Matriks Identitas 
s : Nilai shift 
Mempunyai nilai eigen  
𝜆1 − 𝑠, 𝜆2 − 𝑠,…  𝜆𝑛 − 𝑠 
dengan 𝜆𝑖 merupakan nilai eigen matriks A.  
Metode kuasa invers dengan shift secara perhitungan menggunakan suatu 
nilai pendekatan terhadap nilai eigen tak dominan dari matriks A yang disebut 
                                                          
29 Wono Setya Budhi, Aljabar Linear, (Jakarta: PT Gramedia Pustaka Utama, 1995), 
h.416 
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dengan shift. Besarnya nilai shift akan diperoleh menggunakan Teorema 
Gerschgorin.30   
Teorema 2.1 Teorema Gerschgorin
 
||||
1




n
ij
j
ijii aa .
31 
Bukti: 
 Asumsikan bahwa 𝜆 adalah nilai eigen dari matriks kompleks A yang bersesuaian 
dengan vektor eigen  x yaitu 𝐀𝐱 = 𝜆𝐱  
Misalkan diperlihatkan 
𝐀𝐱 = 𝜆𝐱  
Sehingga dapat dituliskan pula 
[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32
𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛
𝑎33 ⋯ 𝑎3𝑛
⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2
⋮ ⋯ ⋮
𝑎𝑛3 ⋯ 𝑎𝑛𝑛]
 
 
 
 
[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5]
 
 
 
 
= 𝜆
[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5]
 
 
 
 
 
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + ⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝜆𝑥1  
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + ⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝜆𝑥2  
𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 + ⋯+ 𝑎3𝑛𝑥𝑛 = 𝜆𝑥3  
                                         ⋮ 
𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + 𝑎𝑛3𝑥3 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝜆𝑥𝑛  
 
                                                          
30 Yuli Andriani, Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit Negatif 
Menggunakan Metode Kuasa Invers dengan Shift, h.3-4 
31 Steven, Aljabar Linear dan Aplikasinya, (Jakarta: Erlangga, 1999), h.396. 
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Yang dapat dituliskan juga 
𝜆𝑥𝑖 = 𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖 + ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝑗≠𝑖  dimana 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 
𝜆𝑥𝑖 = 𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖 + ∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑗≠𝑖
 
𝜆𝑥𝑖 − 𝑎𝑖𝑖𝑥𝑖 = ∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑗≠𝑖
 
(𝜆 − 𝑎𝑖𝑖)𝑥𝑖 = ∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑗≠𝑖
 
masing-masing ruas dibagi dengan 𝑥𝑖 
(𝜆 − 𝑎𝑖𝑖) =
∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝑗≠𝑖
𝑥𝑖
 
memutlakkan kedua ruas 
|𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| = |
∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗𝑗≠𝑖
𝑥𝑖
| ≤ ∑|
𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗
𝑥𝑖
|
𝑗≠𝑖
≤ ∑|𝑎𝑖𝑗|
𝑗≠𝑖
 
Berdasarkan teorema apit sehingga didapat 
|𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑|𝑎𝑖𝑗|
𝑗≠𝑖
 
Sehingga terbukti Teorema Gerschgorin. 
H. Analisis Galat 
Di dalam metode kuasa invers terdapat dua buah kriteria untuk 
menghentikan iterasi. Kriteria penghentian pertama berdasarkan galat relatif dari 
hampiran vektor eigen tak dominan dan kriteria kedua berdasarkan galat relatif 
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dari nilai eigen tak dominan. Kriteria kedua dipakai bila ingin menghentikan 
iterasi pada galat relatif yang diperbolehkan 𝜀𝑖. Maka iterasi dihentikan jika  
|
𝜆𝑖 − 𝜆𝑖−1
𝜆𝑖
| ≤ 𝜀𝑖 
dengan 𝜆𝑖 adalah nilai eigen tak dominan pada iterasi ke-i. Kriteria kedua ini 
dapat pula dipakai untuk menentukan ketelitian nilai eigen tak dominan yang 
diperoleh pada iterasi tertentu yang dihentikan karena telah memenuhi ketelitian 
yang diinginkan bagi nilai eigen tak dominan. Begitu pula sebaliknya. 32 
  
                                                          
32 Yuli Andriani, Menentukan Nilai Eigen Tak Dominan Suatu Matriks Definit Negatif 
Menggunakan Metode Kuasa Invers dengan Shift, h.5 
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BAB III 
METODE PENELITIAN 
A. Waktu Penelitian 
Penelitian ini dilaksanakan pada mulai bulan oktober 2015 sampai dengan 
bulan oktober 2016.  
B. Jenis Penelitian  
Jenis penelitian yang digunakan pada penulisan tugas akhir ini adalah 
berupa kajian literatur atau kajian pustaka. 
C. Prosedur Penelitian 
Nilai eigen tak dominan dari suatu matriks simetri semidefinit negatif 
dengan menggunakan metode kuasa invers dengan shift dapat ditentukan dengan 
langkah-langkah sebagai berikut: 
1. Memberikan sebarang matriks simetri semidefinit negatif A. 
2. Menormalkan vektor hampiran awal yang telah diketahui. 
3. Menentukan nilai shift (s) dengan menggunakan teorema Gershgorin. 
4. Menentukan matriks L sebagai matriks segitiga bawah, U matriks 
segitiga atas dari matriks (A – sI) = B. 
5. Melakukan iterasi (perulangan) sampai mendekati toleransi galat yang 
diinginkan dengan cara 
a) Menyelesaikan LY = X0 dan UZ = Y. 
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b) Menormalisasikan kembali nilai  𝑍𝑘 = 
      𝑍𝑘       
𝑍𝑘̅̅ ̅̅
 kemudian 
mengalikan dengan matriks A. 
c) Menghitung nilai eigen tak dominan dengan menggunakan 
persamaan Kuesien Rayleigh  𝜆 =
〈𝑍,𝑨𝑍〉
〈𝑍,𝑍〉
. 
d) Menghitung nilai kesalahan relatif relatif   |
𝜆𝑖−𝜆𝑖−1
𝜆𝑖
| ≤ 𝜀𝑖. 
e) Mendefinisikan kembali nilai 𝑋0 = Z. 
6. Menghentikan iterasi apabila ketelitian nilai eigen tak dominan 
mendekati toleransi galat terkecil. 
7. Mendapatkan nilai eigen tak dominan yang eksak.  
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BAB IV 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
A. Hasil Penelitian 
Bentuk umum matriks simetri semidefinit negatif ordo 4 x 4 













44434241
34333231
24232221
14131211
aaaa
aaaa
aaaa
aaaa
A
 
Dimana 𝐱t𝐀𝐱 ≤ 0, untuk semua 𝑥 ∈ 𝑧. Penentuan nilai eigen tak dominan 
matriks simetri semi definit negatif menggunakan metode kuasa invers dengan 
Shift diuraikan sebagai berikut:  
1. Misalkan diberikan matriks simetri semidefinit negatif A dan 
membuktikannya : 
  

















2120
1201
2021
0112
A
 
Dengan vektor hampiran awal     
 
𝐱0 = [
−1
−1
−1
−1
]  
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𝐱t𝐀𝐱 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4] [
−2 −1
−1 −2
1 0
0 2
1 0
0 2
−2 −1
−1 −2
] [
𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
]  
 
 
𝐱t𝐀𝐱 = [𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4] [
−2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3
−𝑥1 − 2𝑥2 + 2𝑥4
𝑥1 − 2𝑥3 − 𝑥4
2𝑥2 − 𝑥3 − 2𝑥4
]  
 
 
𝐱t𝐀𝐱 = 𝑥1(−2𝑥1 − 𝑥2 + 𝑥3) + 𝑥2(−𝑥1 − 2𝑥2 + 2𝑥4) + 𝑥3(𝑥1 − 2𝑥3−𝑥4) +
                 𝑥4(2𝑥2 − 𝑥3−2𝑥4)   
𝐱t𝐀𝐱 = −2𝑥1
2 − 𝑥1𝑥2+𝑥1𝑥3 − 𝑥1𝑥2−2𝑥2
2 + 2𝑥2𝑥4 + 𝑥1𝑥3−2𝑥3
2 − 𝑥3𝑥4 +
               2𝑥2𝑥4 − 𝑥3𝑥4−2𝑥4
2  
𝐱t𝐀𝐱 = −2𝑥1
2 − 2𝑥1𝑥2+2𝑥1𝑥3−2𝑥2
2 + 4𝑥2𝑥4−2𝑥3
2 − 2𝑥3𝑥4−2𝑥4
2  
24)2(2
)2)(2(2)2(2)2)(2(4)2(2)2)(2(2)2)(2(2)2(22
6)1(2
)1)(1(2)1(2)1)(1(4)1(2)1)(1(2)1)(1(2)1(21
00
24)2(2)2)(2(2)2(2)2)(2(4)2(2)2)(2(2)2)(2(2)2(22
6)1(2)1)(1(2)1(2)1)(1(4)1(2)1)(1(2)1)(1(2)1(21
2
222
2
222
2222
2222







x
x
x
x
x
Dapat disimpulkan bahwa matriks A adalah matriks semidefinit negatif karena 
memenuhi syarat  𝐱t𝐀𝐱 ≤ 0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑥 𝜖 𝑍
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2. Menormalkan vektor hampiran awal (x) yang telah diketahui.  
Normalisasi vektor hampiran awal 


































5,0
5,0
5,0
5,0
1
1
1
1
4
1
0x
 
3. Menentukan nilai shift dari daerah nilai eigen tak dominan menurut Teorema 
Gerschgorin. (Teorema II.1 pada bab II) 
||||
1




n
ij
j
ijii aa
 
Dimana matriks 

















2120
1201
2021
0112
A
 
 |𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1
𝑗≠𝑖
 
042222|2|
011|2|
|||||||| 14131211





 aaaa
 
 |𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1
𝑗≠𝑖
 
153233|2|
201|2|
011|2||||||||| 24232122





 aaaa
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    |𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1
𝑗≠𝑖
 
042222|2|
101|2|
|||||||| 34323133





 aaaa
 
 |𝜆 − 𝑎𝑖𝑖| ≤ ∑ |𝑎𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1
𝑗≠𝑖
 
153233|2|
120|2|
|||||||| 43424144





 aaaa
 
Daerah nilai  eigen tak dominan yaitu 04   . Penentuan shift (s) 
ditentukan berdasarkan daerah nilai eigen tak dominan. Dari daerah nilai eigen 
tak dominan misalkan diambil nilai shift (s) = -1,2.  
4. Menentukan matriks L sebagai matriks segitiga bawah dan matriks U sebagai 
matriks segitiga atas dengan memfaktorkan matriks A – sI = B 
 






























1000
0100
0010
0001
2,1
2120
1201
2021
0112
sIA
 


































2,1000
02,100
002,10
0002,1
2120
1201
2021
0112
B  
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
















8,0120
18,001
208,01
0118,0
B  
Selanjutnya membentuk L dan U dari matriks B 
[𝑳] × [𝑼] =  [𝑩] 
[
𝑙11 0 0 0
𝑙21 𝑙22 0 0
𝑙31 𝑙32 𝑙33 0
𝑙41 𝑙42 𝑙43 𝑙44
]×[
1 𝑢12 𝑢13 𝑢14
0 1 𝑢23 𝑢24
0 0 1 𝑢34
0 0 0 1
] = [
−0,8 −1 1 0
−1 −0,8 0 2
1 0 −0,8 −1
0 2 −1 −0,8
]   
Berdasarkan perkalian matriks diperoleh 
Untuk baris pertama perkalian matriks L dan matriks U, diperoleh nilai-nilai 
yaitu: 
 𝑙11  = −0,8 
 𝑙11 × 𝑢12 = −1 
 𝑢12 =
1
𝑙11
=
−1
−0,8
= 1,25  
 𝑙11 × 𝑢13 = 1 
𝑢13 =
1
𝑙11
= 
1
−0,8
= −1,25  
 𝑙11 × 𝑢14 = 0 
𝑢14 =
0
𝑙11
=  0  
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Untuk baris kedua diperoleh nilai-nilai yaitu: 
 𝑙21 = −1 
 𝑙21 × 𝑢12 + 𝑙22 = −0,8 
−1 × 1,25 + 𝑙22 = −0,8 
                       𝑙22 = −0,8 + 1,25 
                           𝑙22 =  0,45 
 (𝑙21 × 𝑢13) + (𝑙22 × 𝑢23) =  0 
(−1 × −1,25) + (0,45 × 𝑢23) =  0 
                      1,25 + (0,45𝑢23) =  0 
                                              𝑢23 = 
−1,25
0,45
= −2,778 
 (𝑙21 × 𝑢14) + (𝑙22 × 𝑢24) =  2 
(−1 × 0) + (0,45 × 𝑢24) =  2 
                    0 + (0,45𝑢24) =  2 
                                         𝑢24 = 
2
0,45
= 4,445 
 Untuk baris ketiga diperoleh nilai-nilai yaitu: 
 𝑙31 =  1 
 𝑙31 × 𝑢12 + 𝑙32 =  0 
1 × 1,25 + 𝑙32 =  0 
                   𝑙32 =  0 − 1,25 
                      𝑙32 = −1,25 
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                 (𝑙31 × 𝑢13) + (𝑙32 × 𝑢23) + 𝑙33 = −0,8 
(1 × −1,25) + (−1,25 × −2,778) + 𝑙33 = −0,8 
                             −1,25 + 3,4725 + 𝑙33 = −0,8 
                             𝑙33 = − 3,023 
 (𝑙31 × 𝑢14) + (𝑙32 × 𝑢24) + (𝑙33 × 𝑢34)   = −1 
(1 × 0) + (−1,25 × 4,445) −  3,023𝑢34 = −1 
                             0 − 5,556 − 3,023𝑢34 = −1 
      −3,023𝑢34 = 4,556 
𝑢34 =
4,556
−3,023
= −1,507 
Untuk baris keempat diperoleh nilai-nilai yaitu: 
 𝑙41 =  0 
 𝑙41 × 𝑢12 + 𝑙42 =  2 
0 × 1,25 + 𝑙42 =  2 
                   𝑙42 =  2 
        (𝑙41 × 𝑢13) + (𝑙42 × 𝑢23) + 𝑙43 = −1 
(0 × −1,25) + (2 × −2,778) + 𝑙43 = −1 
                                 0 − 5,556 + 𝑙43 = −1 
                        𝑙43 = 4,556 
 (𝑙41 × 𝑢14) + (𝑙42 × 𝑢24) + (𝑙43 × 𝑢34) + 𝑙44          = −0,8 
(0 × 0) + (2 × 4,445) + ( 4,556 × −1,507) + 𝑙44 = −0,8 
                                      0 + 8,89 − 6,866 + 𝑙44 = −0,8 
                                                                              𝑙44 = −2,824 
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Sehingga diperoleh Matriks L dan U  
𝑳 = [
−0,8 0 0 0
−1 0,45 0 0
1 −1,25 − 3,023 0
0 2 4,556 2,824
] 
                   𝑼 = [
1 1,25 −1,25 0
0 1 −2,778 4,445
0 0 1 −1,507
0 0 0 1
] 
5. Melakukan iterasi (perulangan) sampai mendekati toleransi galat yang 
diinginkan  
Iterasi pertama 
menyelesaikan LY = X0 dan UZ = Y  
Menyelesaikan LY = X0 Untuk mendapatkan nilai Y 
[
−0,8 0 0 0
−1 0,45 0 0
1 −1,25 − 3,023 0
0 2 4,556 −2,824
] [
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
] = [
−0,5
−0,5
−0,5
−0,5
] 
 [
−0,8𝑦1
−𝑦1 + 0,45𝑦2
𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3
2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4
] = [
−0,5
−0,5
−0,5
−0,5
] 
 
 −0,8𝑦1 = −0,5 
              𝑦1 =
−0,5
−0,8
= 0,625 
 −𝑦1 + 0,45𝑦2 = 0,5 
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   −0,625 + 0,45𝑦2 = −0,5 
                                   0,45𝑦2 = 0,125 
                                           𝑦2 =
0,125
0,45
= 0,278   
 
 𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3 = −0,5 
                    0,625 − 1,25(0,278)− 3,023𝑦3 = −0,5 
                                 0,625 − 0,348− 3,023𝑦3 = −0,5 
                                                        − 3,023𝑦3 = −0,777 
                                       𝑦3 =
0,777
3,023
= 0,257 
 
 2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4 = −0,5 
2(0,278) + 4,556 (0,257) − 2,824𝑦4 = −0,5 
                  0,556 + 1,171 − 2,824𝑦4 = −0,5 
                                                 −2,824𝑦4 = −2,227 
                                                                          𝑦4 =
−2,227
−2,824
= 0,789 
Sehingga diperoleh matriks Y 
 𝑌 = [
0,625
0,278
0,257
0,789
] 
Setelah mendapatkan nilai Y selanjutnya menyelesaikan UZ=Y untuk 
mendapatkan nilai Z1 
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[
1 1,25 −1,25 0
0 1 −2,778 4,445
0 0 1 −1,507
0 0 0 1
] [
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
] = [
0,625
0,278
0,257
0,789
] 
[
𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3
𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4
𝑧3 − 1,507𝑧4
𝑧4
] = [
0,625
0,278
0,257
0,789
] 
 𝑧4 = 0,789 
 𝑧3 − 1,507𝑧4 = 0,257 
𝑧3 − 1,507(0,789) = 0,257 
               𝑧3 − 1,189 = 0,257 
                               𝑧3 = 1,446 
 
 𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4 = 0,278 
             𝑧2 − 2,778(1,446) + 4,445(0,789) = 0,278 
                                           𝑧2 − 4,017 + 3,507 = 0,278 
                        𝑧2 = 0,788 
 
 𝑧1 + 1,25(0,788) − 1,25(1,446) = 0,625 
                                      𝑧1 + 0,985 − 1,807 = 0,625 
             𝑧1 = 1,447 
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Sehingga diperoleh nilai Z pada iterasi pertama yaitu  
𝑍1 = [
1,447
0,788
1,446
0,789
]
 
     Selanjutnya menormalisasi Z1 menghasilkan: 
𝑍1 =
1
√(1,447)2 + (0,788)2 + (1,446)2 + (0,789)2
[
1,447
0,788
1,446
0,789
] 
           =
1
√2,094 + 0,621 + 2,091 + 0,622
[
1,447
0,788
1,446
0,789
] 
           =
1
√5,428
[
1,447
0,788
1,446
0,789
] 
          =
1
2,330
[
1,447
0,788
1,446
0,789
]  
     𝑍1 = [
0,621
0,338
0,621
0,339
]  
Selanjutnya Mengalikan Z1 dengan A, menghasilkan 
𝐴𝑍1 = [
−2 −1 1 0
−1 −2 0 2
1 0 −2 −1
0 2 −1 −2
] [
0,621
0,338
0,621
0,339
] 
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        =
[
 
 
 
−2(0,621) − (0,338) + (0,621)
−(0,621) − 2(0,338) + 2(0,339)
(0,621) − 2(0,621) − (0,339)
2(0,338) − (0,621) − 2(0,339) ]
 
 
 
 
               = [
−0,959
−0,619
−0,960
−0,623
] 
   
 
Dengan menggunakan persamaan Kuesien Rayleigh perkiraan pertama 
dari nilai eigen tak dominan adalah 
𝜆1 =
〈𝑍1, 𝐴𝑍1〉
〈𝑍1, 𝑍1〉
 
𝜆1 =
[0,621 0,338 0,621 0,339] [
−0,959
−0,619
−0,960
−0,623
]
[0,621 0,338 0,621 0,339] [
0,621
0,338
0,621
0,339
]
 
   =
0,621(−0,959) + 0,338(−0,619) + 0,621(−0,960) + 0,339(−0,623)
0,621(0,621) + 0,338(0,338) + 0,621(0,621) + 0,339(0,339)
 
      =
−1,612118
1.000447
 
 𝜆1 = −1,6114 
Langkah selanjutnya yaitu mendefinisikan kembali nilai X0 = Z1 kemudian 
melanjutkan ke iterasi kedua 
Iterasi kedua 
menyelesaikan LY = X0 dimana X0 = Z1 
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[
−0,8 0 0 0
−1 0,45 0 0
1 −1,25 − 3,023 0
0 2 4,556 −2,824
] [
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
] = [
0,621
0,338
0,621
0,339
] 
[
−0,8𝑦1
−𝑦1 + 0,45𝑦2
𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3
2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4
] = [
0,621
0,338
0,621
0,339
] 
 
 −0,8𝑦1 = 0,621 
 
 𝑦1 =
0,621
−0,8
= −0,776 
 
 −𝑦1 + 0,45𝑦2 = 0,338 
0,776 + 0,45𝑦2 = 0,338 
               0,45𝑦2 = −0,438 
                       𝑦2 =
−0,438
0,45
= −0,973  
 𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3 = 0,621 
           −0,776 − 1,25(−0,973)− 3,023𝑦3 = 0,621 
                           −0,776 + 1,216− 3,023𝑦3 = 0,621 
− 3,023𝑦3 = 0,181 
     𝑦3 =
0,181
−3,023
= −0,060 
 2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4 = 0,339 
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               2(−0,973) + 4,556 (−0,060) − 2,824𝑦4 = 0,339 
−1,946 − 0,273 − 2,824𝑦4 = 0,339 
                                                                    −2,824𝑦4 = 2,558 
                                                                     𝑦4 =
2,558
−2,824
= −0,906 
Sehingga diperoleh matriks Y  
𝑌 = [
−0,776
−0,973
−0,060
−0,906
] 
Setelah mendapatkan nilai Y selanjutnya menyelesaikan UZ=Y untuk 
mendapatkan nilai Z2 
[
1 1,25 −1,25 0
0 1 −2,778 4,445
0 0 1 −1,507
0 0 0 1
] [
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
] = [
−0,776
−0,973
−0,060
−0,906
] 
[
𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3
𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4
𝑧3 − 1,507𝑧4
𝑧4
] = [
−0,776
−0,973
−0,060
−0,906
] 
 𝑧4 = −0,906 
 𝑧3 − 1,507𝑧4 = −0,060 
              𝑧3 − 1,507(−0,906) = −0,060 
                                𝑧3 + 1,365 = −0,060 
                                           𝑧3 = −1,425 
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 𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4 = −0,973 
             𝑧2 − 2,778(−1,425) + 4,445(−0,906) = −0,973 
    𝑧2 + 3,959 − 4,027 = −0,973 
                                 𝑧2 = −0,905 
 𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3 = −0,776 
               𝑧1 + 1,25(−0,905) − 1,25(−1,425) = −0,776 
𝑧1 − 1,131 + 1,781 = 0,625 
                                                                       𝑧1 = −1,426 
 Sehingga diperoleh nilai Z pada iterasi kedua yaitu  
𝑍2 = [
−1,426
−0,905
−1,425
−0,906
]
 
  
    Selanjutnya menormalisasi Z2 menghasilkan: 
𝑍2 =
1
√(−1,426)2 + (−0,905)2 + (−1,425)2 + (−0,906)2
[
−1,426
−0,905
−1,425
−0,906
] 
            =
1
√2,033 + 0,819 + 2,031 + 0,821
[
−1,426
−0,905
−1,425
−0,906
] 
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            =
1
√5,704
[
−1,426
−0,905
−1,425
−0,906
] 
            =
1
2,388
[
−1,426
−0,905
−1,425
−0,906
] 
𝑍2  = [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
] 
 
Selanjutnya Mengalikan Z2 dengan A, menghasilkan 
𝐴𝑍2 = [
−2 −1 1 0
−1 −2 0 2
1 0 −2 −1
0 2 −1 −2
] [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
] 
       =
[
 
 
 
−2(−0,597) − (−0,379) + (−0,597)
−(0,597) − 2(−0,379) + 2(−0,379)
(0,597) − 2(−0,597) − (−0,379)
2(−0,379) − (−0,597) − 2(−0,379)]
 
 
 
 
        = [
0,976
0,597
0,976
0,597
] 
   
Dengan menggunakan persamaan Kuesien Rayleigh perkiraan kedua dari nilai     
eigen tak dominan adalah 
𝜆2 =
〈𝑍2, 𝐴𝑍2〉
〈𝑍2, 𝑍2〉
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      =
[−0,597 −0,379 −0,597 −0,379] [
0,976
0,597
0,976
0,597
]
[−0,597 −0,379 −0,597 −0,379] [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
]
 
 =
−0,597(0,976) − 0,379(0,597) − 0,597(0,976) − 0,379(0,597)
−0,597(−0,597) − 0,379(−0,379) − 0,597(−0,597) − 0,379(−0,379)
 
      =
−1,6177082
1,0001
 
 𝜆2 = −1,6177 
Sehingga diperoleh Error relative dari iterasi pertama sampai iterasi kedua 
|
𝜆2 − 𝜆1
𝜆2
| = |
−1,6177 − (−1,6114)
−1,6177
| = |
−0,0063
−1,6177
| = 0,0038 
Langkah selanjutnya yaitu mendefinisikan kembali nilai X0 = Z2 kemudian 
melanjutkan ke iterasi ketiga 
Iterasi ketiga 
menyelesaikan LY = X0 dimana X0 = Z2 
[
−0,8 0 0 0
−1 0,45 0 0
1 −1,25 − 3,023 0
0 2 4,556 −2,824
] [
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
] = [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
] 
[
−0,8𝑦1
−𝑦1 + 0,45𝑦2
𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3
2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4
] = [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
] 
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 −0,8𝑦1 = −0,597 
𝑦1 =
−0,597
−0,8
= 0,746   
 −𝑦1 + 0,45𝑦2 = −0,379 
       −0,746 + 0,45𝑦2 = −0,379 
                         0,45𝑦2 = 0,367 
                                  𝑦2 =
0,367
0,45
= 0,816  
 𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3 = −0,597 
        0,746 − 1,25(0,816)− 3,023𝑦3 = −0,597 
                    0,746 − 1,020− 3,023𝑦3 = −0,597 
                                            − 3,023𝑦3 = −0,323 
                                                            𝑦3 =
−0,323
−3,023
= 0,107  
 2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4 = −0,379 
        2(0,816) + 4,556 (0,107) − 2,824𝑦4 = −0,379 
                            1,632 + 0,487 − 2,824𝑦4 = −0,379 
                                                        −2,824𝑦4 = −2,498 
                                        𝑦4 =
−2,498
−2,824
= 0,885 
 
Sehingga diperoleh matriks Y  
𝑌 = [
0,746
0,816
0,107
0,885
] 
   68 
 
Setelah mendapatkan nilai Y selanjutnya menyelesaikan UZ=Y untuk 
mendapatkan nilai Z3 
[
1 1,25 −1,25 0
0 1 −2,778 4,445
0 0 1 −1,507
0 0 0 1
] [
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
] = [
0,746
0,816
0,107
0,885
] 
[
𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3
𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4
𝑧3 − 1,507𝑧4
𝑧4
] = [
0,746
0,816
0,107
0,885
] 
 𝑧4 = 0,885 
 𝑧3 − 1,507𝑧4 = 0,107 
𝑧3 − 1,507(0,885) = 0,107 
                         𝑧3 − 1,334 = 0,107 
                                       𝑧3 = 1,441 
 𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4 = 0,816 
            𝑧2 − 2,778(1,441) + 4,445(0,885) = 0,816 
                                           𝑧2 − 4,003 + 3,934 = 0,816 
                                                                   𝑧2 = 0,885 
 𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3 = 0,746 
            𝑧1 + 1,25(0,885) − 1,25(1,441) = 0,746 
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                                 𝑧1 + 1,106 − 1,801 = 0,746 
                                                             𝑧1 = 1,441 
Sehingga diperoleh nilai Z pada iterasi ketiga yaitu  
𝑍3 = [
1,441
0,885
1,441
0,885
]
 
Selanjutnya menormalisasi Z3 menghasilkan: 
            =
1
√(1,441)2 + (0,885)2 + (1,441)2 + (0,885)2
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
              =
1
√2,076 + 0,783 + 2,076 + 0,783
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
             =
1
√5,718
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
            =
1
2,391
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
      𝑍3 = [
0,603
0,370
0,603
0,370
]   
Selanjutnya Mengalikan Z3 dengan A, menghasilkan 
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𝐴𝑍3 = [
−2 −1 1 0
−1 −2 0 2
1 0 −2 −1
0 2 −1 −2
] [
0,603
0,370
0,603
0,370
] 
        =
[
 
 
 
−2(0,603) − (0,370) + (0,603)
−(0,603) − 2(0,370) + 2(0,370)
(0,603) − 2(0,603) − (0,370)
2(0,370) − (0,603) − 2(0,370) ]
 
 
 
 
       = [
−0,973
−0,603
−0,973
−0,603
] 
   
 
Dengan menggunakan persamaan Kuesien Rayleigh perkiraan kedua dari nilai 
eigen tak dominan adalah 
𝜆3 =
〈𝑍3, 𝐴𝑍3〉
〈𝑍3, 𝑍3〉
 
     =
[0,603 0,370 0,603 0,370] [
−0,973
−0,603
−0,973
−0,603
]
[0,603 0,370 0,603 0,370] [
0,603
0,370
0,603
0,370
]
 
    =
0,603(−0,973) − 0,370(−0,603) − 0,603(−0,973) − 0,370(−0,603)
0,603(0,603) + 0,370(0,370) + 0,603(0,603) − 0,370(0,370)
 
       =
−1,619658
1,001018
 
  𝜆3 = −1,6180 
Sehingga diperoleh Error relatif dari iterasi kedua sampai iterasi ketiga 
|
𝜆3 − 𝜆2
𝜆3
| = |
−1,6180 − (−1,6177)
−1,6180
| = |
0,0003
−1,6180
| = 0,0001 
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Langkah selanjutnya yaitu mendefinisikan kembali nilai X0 = Z3 kemudian 
melanjutkan ke iterasi keempat 
Iterasi keempat 
menyelesaikan LY = X0 dimana X0 = Z3 
[
−0,8 0 0 0
−1 0,45 0 0
1 −1,25 − 3,023 0
0 2 4,556 −2,824
] [
𝑦1
𝑦2
𝑦3
𝑦4
] = [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
] 
[
−0,8𝑦1
−𝑦1 + 0,45𝑦2
𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3
2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4
] = [
−0,597
−0,379
−0,597
−0,379
] 
 
 −0,8𝑦1 = −0,597 
        𝑦1 =
−0,597
−0,8
= 0,746   
 −𝑦1 + 0,45𝑦2 = −0,379 
       −0,746 + 0,45𝑦2 = −0,379 
                         0,45𝑦2 = 0,367 
                                  𝑦2 =
0,367
0,45
= 0,816  
 𝑦1 − 1,25𝑦2− 3,023𝑦3 = −0,597 
        0,746 − 1,25(0,816)− 3,023𝑦3 = −0,597 
                    0,746 − 1,020− 3,023𝑦3 = −0,597 
                                            − 3,023𝑦3 = −0,323 
                                                            𝑦3 =
−0,323
−3,023
= 0,107 
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 2𝑦2 + 4,556𝑦3 − 2,824𝑦4 = −0,379 
        2(0,816) + 4,556 (0,107) − 2,824𝑦4 = −0,379 
                            1,632 + 0,487 − 2,824𝑦4 = −0,379 
                                                        −2,824𝑦4 = −2,498 
                                        𝑦4 =
−2,498
−2,824
= 0,885 
 
Sehingga diperoleh matriks Y  
𝑌 = [
0,746
0,816
0,107
0,885
] 
Setelah mendapatkan nilai Y selanjutnya menyelesaikan UZ=Y untuk 
mendapatkan nilai Z3 
[
1 1,25 −1,25 0
0 1 −2,778 4,445
0 0 1 −1,507
0 0 0 1
] [
𝑧1
𝑧2
𝑧3
𝑧4
] = [
0,746
0,816
0,107
0,885
] 
[
𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3
𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4
𝑧3 − 1,507𝑧4
𝑧4
] = [
0,746
0,816
0,107
0,885
] 
 𝑧4 = 0,885 
 𝑧3 − 1,507𝑧4 = 0,107 
𝑧3 − 1,507(0,885) = 0,107 
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                         𝑧3 − 1,334 = 0,107 
                                       𝑧3 = 1,441 
 𝑧2 − 2,778𝑧3 + 4,445𝑧4 = 0,816 
            𝑧2 − 2,778(1,441) + 4,445(0,885) = 0,816 
                                           𝑧2 − 4,003 + 3,934 = 0,816 
                                                                   𝑧2 = 0,885 
 𝑧1 + 1,25𝑧2 − 1,25𝑧3 = 0,746 
            𝑧1 + 1,25(0,885) − 1,25(1,441) = 0,746 
                                 𝑧1 + 1,106 − 1,801 = 0,746 
                                                             𝑧1 = 1,441 
Sehingga diperoleh nilai Z pada iterasi keempat yaitu  
𝑍4 = [
1,441
0,885
1,441
0,885
]
 
Selanjutnya menormalisasi Z4 menghasilkan: 
          𝑍 4 =
1
√(1,441)2 + (0,885)2 + (1,441)2 + (0,885)2
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
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              =
1
√2,076 + 0,783 + 2,076 + 0,783
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
             =
1
√5,718
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
            =
1
2,391
[
1,441
0,885
1,441
0,885
] 
      𝑍4 = [
0,603
0,370
0,603
0,370
]   
Selanjutnya Mengalikan Z4 dengan A, menghasilkan 
𝐴𝑍4 = [
−2 −1 1 0
−1 −2 0 2
1 0 −2 −1
0 2 −1 −2
] [
0,603
0,370
0,603
0,370
] 
        =
[
 
 
 
−2(0,603) − (0,370) + (0,603)
−(0,603) − 2(0,370) + 2(0,370)
(0,603) − 2(0,603) − (0,370)
2(0,370) − (0,603) − 2(0,370) ]
 
 
 
 
       = [
−0,973
−0,603
−0,973
−0,603
] 
Dengan menggunakan persamaan Kuesien Rayleigh perkiraan kedua dari nilai 
eigen tak dominan adalah 
𝜆4 =
〈𝑍4, 𝐴𝑍4〉
〈𝑍4, 𝑍4〉
 
   75 
 
     =
[0,603 0,370 0,603 0,370] [
−0,973
−0,603
−0,973
−0,603
]
[0,603 0,370 0,603 0,370] [
0,603
0,370
0,603
0,370
]
 
   =
0,603(−0,973) − 0,370(−0,603) − 0,603(−0,973) − 0,370(−0,603)
0,603(0,603) + 0,370(0,370) + 0,603(0,603) − 0,370(0,370)
       
=
−1,619658
1,001018
 
  𝜆4 = −1,6180 
 
Sehingga diperoleh Error relatif dari iterasi ketiga sampai iterasi keempat 
|
𝜆4 − 𝜆3
𝜆4
| = |
−1,6180 − (−1,6180)
−1,6180
| = |
0
−1,6180
| = 0 
6. Cukup sampai iterasi keempat sudah memenuhi batas toleransi yang 
diinginkan.  
7. Berdasarkan hasil yang diperoleh, dengan iterasi sebanyak empat saja sudah 
menunjukkan  𝜆 konvergen dimana 𝜆 = −1,6180 
B. PEMBAHASAN 
Menentukan nilai eigen tak dominan matriks simetri semidefinit negatif 
menggunakan metode kuasa invers dengan Shift diawali dengan pemisalan suatu 
matriks A, dimana matriks A merupakan matriks simetri semidefinit negatif yang 
memenuhi (𝑋𝑡𝐴𝑋 ≤ 0, 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑥). Dalam hal ini yang diuji adalah −2 ≤
𝑥 ≤ 2. Selanjutnya menormalkan vektor hampiran yang telah diketahui dalam hal 
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ini nilai 𝑋0. Selanjutnya menentukan nilai shift (s) . Nilai shift untuk menentukan 
nilai eigen tak dominan diperoleh dari Teorema Gerschgorin. Penentuan nilai 
Shift bergantung pada daerah nilai eigen tak dominan, dalam kasus ini diambil 
𝑠 = −1,2. Pengambilan nilai shift berpengaruh  terhadap banyaknya iterasi yang 
digunakan untuk mendapatkan nilai eigen.  
Langkah selanjutnya  menentukan matriks L dan U sedemikian sehingga 
diperoleh 𝑳 × 𝑼 = 𝐵 dimana  B=(A – sI) . Langkah selanjutnya yaitu melakukan 
iterasi. Iterasi digunakan untuk mendapatkan nilai eigen tak dominan dari proses 
perulangan terus menerus sehingga diperoleh nilai eigen tak dominan yang 
konvergen kesuatu nilai tertentu. Caranya yaitu dengan menyelesaikan LY = X0 
sehingga diperoleh nilai Y. Nilai Y kemudian digunakan untuk menyelesaikan UZ 
= Y sehingga diperoleh lah nilai Z . Langkah selanjutnya menormalisasikan nilai  
Z dan digunakan untuk mencari nilai eigen melalui persamaan Kuesien Rayleigh  
𝜆 =
〈𝑍,𝑨𝑍〉
〈𝑍,𝑍〉
. Setelah diperoleh nilai eigennya lakukan iterasi berikutnya dengan 
mendefinisikan kembali nilai 𝑋0 = Z. Iterasi kemudian dihentikan sampai 
memenuhi batas toleransi (𝜀) terkecil yang diinginkan dengan menghitung nilai 
eror relatif untuk setiap iterasi. 
Pada hasil penelitian diperoleh nilai eigen tak dominan untuk setiap iterasi 
𝜆1 = −1,6114, 𝜆2 = −1,6177 ,  , 𝜆3 = −1,6180 𝜆4 = −1,6180. Pada kasus ini 
cukup pada iterasi kedua sudah diperoleh nilai eigen tak dominan  yang 
konvergen yakni  𝜆 = −1,6180  
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BAB V 
PENUTUP 
A. Kesimpulan 
Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa nilai eigen tak 
dominan suatu  matriks 

















2120
1201
2021
0112
A
 
yang merupakan matriks 
simetri semidefinit negatif menggunakan metode kuasa invers dengan Shift 
adalah  𝜆 = −1,6180. Iterasi berhenti pada iterasi keempat karena nilai eigen tak 
dominan sudah konvergen ke suatu nilai tertentu.  
B. Saran 
Adapun saran untuk penelitian berikutnya yaitu: 
1. Meggunakan Metode kuasa invers dengan Shift untuk menyelesaikan matriks 
simetri semi definit positif,semi definit negatif, dan indefinit. 
2. Menggunakan matriks 4 x 4 secara umum. 
3. Menggunakan matriks yang lebih besar untuk ukuran 5 x 5 , 6 x 6, dan 
seterusnya. 
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